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Aber mit zauberisch fesselndem Blicke
winken die Frauen den Fliichtling zuriicke,
warnend zuriick in der Gegenwart Spur.

— Friedrich Schiller

1 Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Ausarbeitung eines hochdimensionalen Zwei-
stichprobentests fiir repeated measures (Messwiederholungen), der unbekann-
te, unstrukturierte und ungleiche Kovarianzmatrizen sowie gleichzeitig auch
ungleiche Stichprobenumfiange zulésst.

Ein Test wird hochdimensional genannt, wenn der Stichprobenumfang
nicht grofer als die Anzahl der abhéngigen Beobachtungen je Versuchsein-
heit ist, d. h. wenn die Beobachtungsvektoren in einem Raum einer Dimen-
sionalitdt liegen, die mindestens so grofs wie die Anzahl der Vektoren ist.
Dies ist vor allem bei Microarrayanalysen oder bei Fragestellungen der kli-
nischen Forschung der Fall, bei denen sehr viele Messungen an nur wenigen
Versuchseinheiten durchgefiihrt werden. Meistens sind diese Messungen alle
gleich skaliert, beispielsweise indem bei Microarrayanalysen stets Fluores-
zenzintensititen beobachtet werden oder bei bestimmten Medikamentenstu-
dien regelméfig wiederholte Messungen eines bestimmten Blutparameters
der Versuchstiere analysiert werden. In diesem Fall werden die Daten als re-
peated measures bezeichnet. Typische Hypothesen betreffen die Gleichheit
des Einflusses verschiedener Messzeitpunkte, verschiedene Stichprobenzuge-
horigkeiten oder die Wechselwirkung zwischen Stichprobenzugehérigkeit und
Messzeitpunkt.

Abweichend vom iiblichen Sprachgebrauch miissen in dieser Arbeit Mess-
wiederholungen von multivariaten Daten unterschieden werden, bei denen
an jeder Versuchseinheit vollig verschiedene Grofsen beobachtet werden kon-
nen wie Korpergewicht, Blutdruck oder Blutzuckerspiegel. In diesem Falle
haben Hypothesen iiber die Gleichheit der Beobachtungen natiirlich keinen
Sinn. Aufserdem miissen Teststatistiken fiir diese Daten andere Invarianzei-

genschaften als fiir repeated measures haben. Statistiken fiir Messwiederho-
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lungen sollen invariant unter skalaren linearen Transformationen sein, damit
der willkiirliche Ubergang zu einem anderen Grofensystem —etwa vom me-
trischen zum angloamerikanischen— kein anderes Ergebnis liefert. Bei mul-
tivariaten Daten ist die allgemeinere Anforderung nach Invarianz auch un-
ter komponentenweise verschiedenen skalaren Transformationen zu stellen,
weil die verschiedenen Groéften auch verschiedenen Einheitentransformatio-
nen unterworfen werden konnen. In beiden Fillen ist selbstverstandlich auch
Invarianz unter Permutation der Komponenten notwendig, d. h. unter der
Anwendung der symmetrischen Gruppe auf die Reihenfolge der Komponen-
ten, da der Sachverhalt typischerweise nicht von der Nummerierung der Be-
obachtungen abhéngt. Fiir bestimmte Arten von Messwiederholungen, etwa
wenn man mit Magnetresonanztomographie gewonnene Diffusionstensoren
des Hirngewebes auswerten will, benotigt man Invarianz unter der Gruppe
der orthogonalen Transformationen, weil dort die willkiirliche Drehung der
Patienten in eine beliebige Richtung einer orthogonalen Transformation des
Beobachtungsvektors entspricht. Da die symmetrische Gruppe eine Unter-
gruppe der orthogonalen ist, erfordern in diesem Fall repeated measures die
allgemeinere Eigenschaft.

Im Hochdimensionalen ist die Unterscheidung zwischen multivariaten Da-
ten und Messwiederholungen zwingend erforderlich, weil es keine nicht trivia-
len Teststatistiken geben kann, die sowohl unter komponentenweise verschie-
denen skalaren als auch unter orthogonalen Transformationen invariant sind
(siche Lehmann [20], S. 318). Im Niedrigdimensionalen ist beides miteinan-
der vereinbar, und es gibt seit langem Statistiken fiir beide Fille, die dort die
Unterscheidung iiberfliissig machen. So erbt Hotellings 72-Statistik seine In-
varianzeigenschaften von der Mahalanobis-Distanz, da in der T-Statistik nur
das Inverse der unbekannten Kovarianzmatrix gegen das der empirischen Ko-
varianzmatrix ausgetauscht wird. Dies ist im Hochdimensionalen nicht langer

moglich, weil dort die empirische Kovarianzmatrix singulér ist.

Stattdessen kann mit der sogenannten Wald-Typ-Statistik durch die Wahl
einer verallgemeinerten Inversen der empirischen Kovarianzmatrix ein Test
konstruiert werden, der nur noch Invarianz unter orthogonalen Transforma-

tionen zulésst. Die Verteilung dieser Statistik ist leider nur asymptotisch



bekannt. Dies scheint keine gute Anndherung fiir die Praxis zu sein, denn
Simulationen zufolge wird bei wachsender Dimension der Test erst extrem
liberal und spéter extrem konservativ.

Die ANOVA-Typ-Statistik, die auf Arbeiten von Box ([5], [6]) fiir ein-
und zweifaktorielle Blockmodelle basiert, verzichtet auf die Invertierung der
empirischen Kovarianzmatrix und setzt direkt an der Verteilung der qua-
dratischen Form des Erwartungswertvektors an, die durch eine gestreckte
x2-Verteilung gut approximiert werden kann. Geisser und Greenhouse haben
diese Statistik fiir multivariate Mehrstichprobenmodelle angepasst und auf
ihre Anwendbarkeit fiir hochdimensionale Tests hingewiesen. Ungeldst ist in
diesen Arbeiten die befriedigende Schitzung des sogenannten Box’schen e,
des Freiheitsgrades der x?-Verteilung, der von der Spur des Quadrates der
unbekannten Kovarianzmatrix und dem Quadrat ihrer Spur abhéngt. Die
Zuverlassigkeit des verbreiteten Ansatzes, eine bestimmte Kovarianzstruktur
zu unterstellen und anschliefend die Varianzkomponenten mit den bekann-
ten Verfahren (z. B. REML, MINQUE, ANOVA) zu schétzen und mit diesem
Ergebnis weiterzurechnen, héngt zu sehr von der uniiberpriifbaren Annah-
me iber die Kovarianzstruktur ab. Deswegen ist unbedingt ein Ansatz zu
bevorzugen, der ohne Annahmen {iber die Kovarianzmatrix auskommt. Ei-
ne Option wére es, die Spuren durch das naive Einsetzen der empirischen
Kovarianzmatrix konsistent zu schéitzen. Konsistenz ist aber im Hochdimen-
sionalen kein ausreichendes Kriterium, weil insbesondere der Spurschéitzer
fiir das Quadrat der Kovarianzmatrix in diesen Situationen sehr verzerrt sein

kann. Dies wiirde zu einer konservativen Statistik fithren.

Fiir das hochdimensionale Zweistichprobenproblem bei identischen, unbe-
kannten Kovarianzmatrizen schlagen Bai und Saranadasa [4] deswegen einen
Freiheitsgradschéatzer auf Basis der empirischen Kovarianzmatrix vor, der sto-
chastisch gegen den echten Wert konvergiert, wenn der Quotient aus Stichpro-
benumfang und Dimensionalitdt bei wachsendem Stichprobenumfang gegen
einen festen Wert konvergiert. Diese Asymptotik ist mittlerweile in der Lite-
ratur iiber hochdimensionales Testen weit verbreitet, obwohl man mit ihr in
der Praxis stets zwei Approximationsfehler zu befiirchten hat, ndmlich wegen

des Stichprobenumfanges und der Dimensionalitét.
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Eine strengere Asymptotik liegt der Arbeit von Werner [31] iiber das
Einstichprobenproblem zugrunde. Hier wird zuséatzlich zur Konsistenz und
Erwartungstreue gefordert, dass das Verhéltnis zwischen dem mittleren qua-
dratischen Fehler und dem wahren Wert fiir jede Dimensionalitét gleichméa-
Kig beschrankt ist, so dass eine zu hohe Dimensionalitdat die Approximation
nicht verderben kann. Diese Eigenschaft wird Dimensionsstabilitdt genannt.
Mit Spurschétzern, die ausnutzen, dass unter der Nullhypothese die Hypo-
thesenmatrix die Beobachtungsvektoren zentriert und dass quadratische und
Bilinearformen dieser Vektoren gerade den gewiinschten Erwartungswert ha-

ben, kann die Dimensionsstabilitét erfiillt werden.

Nach genau diesem Schema sind in der Arbeit von Ahmad [2] die ent-
sprechenden Schétzer fiir einen Zweistichprobentest mit identischen Kovari-
anzmatrizen oder identischen Stichprobenumfingen konstruiert. Der fiir die
Praxis relevante Fall, dass Stichprobenumfinge und Kovarianzmatrizen zu-
gleich verschieden sein kénnen, kann damit aber nicht befriedigend gelost
werden, weil er eine Zentrierung unter der Alternative erfordert. In der vor-
liegenden Arbeit wird dies Problem umgangen, indem die identische Vertei-
lung der Zufallsvektoren einer Stichprobe zur Zentrierung ausgenutzt wird.
Das Ergebnis ist ebenfalls dimensionsstabil und eroffnet eine Erweiterungs-

moglichkeiten fiir sehr allgemeine Mehrstichprobentests.

Die Gliederung dieser Arbeit sieht die Erklarung der benutzten Notation
im néchsten Abschnitt vor. Danach werden im dritten Abschnitt die Model-
le nebst Hypothesen formuliert und die Invarianzeigenschaften dargestellt,
anhand derer Messwiederholungen von multivariaten Daten unterschieden
werden miissen. Im vierten Abschnitt werden ausgehend von geeigneten Ab-
standsdefinitionen Teststatistiken vorgestellt und die approximative Vertei-
lung der Statistik hergeleitet, die in dieser Arbeit konstruiert werden soll.
Der fiinfte Abschnitt ist bisherigen Arbeiten iiber verwandte Fragestellungen
gewidmet. Die Spurschétzer fiir die neue Statistik werden im sechsten Ab-
schnitt ausgearbeitet. Der siebte Abschnitt enthélt eine Simulationsstudie,
in der die neue Statistik untersucht wird und auch mit bestehenden, weniger
allgemeinen Statistiken verglichen wird. Der darauffolgende Abschnitt fithrt

in den Gebrauch und die Interna der Makros ein, die zur komfortablen Aus-



wertung von Daten mit der neuen Statistik programmiert worden sind. Im
neunten Abschnitt wird damit beispielhaft eine solche Auswertung durchge-
fiihrt. Der letzte Abschnitt fasst die wichtigsten Inhalte der Arbeit zusammen

und bietet einen Ausblick auf mogliche Weiterentwicklungen.
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2 Notation

Matrizen werden mit fetten Grofbuchstaben bezeichnet. Vektoren werden
klein und fett geschrieben, Zeilen- oder Spaltenvektoren einer Matrix blei-
ben aber in Grofschrift und erhalten einen Spalten- bzw. Zeilenindex. Ska-
lare werden mit normalen Kleinbuchstaben abgekiirzt. Quadratische- und
Bilinearformen sowie Teststatistiken sind Ausnahmen. Fiir sie sind normale
Grofsbuchstaben vorgesehen.

Die Standardbasisvektoren werden mit eq,...,e; € R? und der Einser-
vektor mit 1, = Z?Zl e; € R¥ bezeichnet. Wichtige Matrizen sind J; = 1,1},
und P, = I, — %J x- Man kann nachrechnen, dass die zentrierende Matrix
P, idempotent und symmetrisch ist. Ihr Rang ist k£ — 1.

Gruppen und ihre Représentationen als Mengen von Matrizen mit der
Matrixmultiplikation oder als lineare Abbildungen mit Hintereinanderaus-
fiihrung werden miteinander identifiziert. Es wird also nicht unterschieden
zwischen der orthogonalen Gruppe, der Menge der orthogonalen Matrizen
und der Menge der orthogonalen linearen Abbildungen, denn wegen Isomor-
phie kann einheitlich Oy geschrieben werden. Entsprechend wird die sym-
metrische Gruppe S; mit der Menge der Permutationsmatrizen identifiziert
(siche Fischer [I35]).

Weitere wichtige Matrixgruppen sind D,;, die Menge der Diagonalma-
trizen, und GL, die Menge der reguldren Matrizen bzw. der invertierbaren
linearen Abbildungen.

Wichtige Funktionen einer Matrix A sind ihre Spur SpA und ihr Rang
rgA.

Stichproben werden mit 4, ¢ usw. durchnummeriert, Versuchseinheiten
mit k, [, s, t und die Stufen von Sub-Plot-Faktoren mit j. n; und ns sind die
Stichprobenumfénge von Stichprobe 1 und 2. Der Gesamtstichprobenumfang

ist n. Dies wird auch beim Einstichprobenlayout geschrieben.



3 Das Testproblem

3.1 Modelle und Hypothesen

In dem zugrunde liegenden Modell gibt es fiir jede der n; + ny Versuchs-
einheiten der Stichproben 1 und 2 jeweils d abhéngige Messungen. Die d-
Dimensionen Beobachtungsvektoren sind unabhéngig und in jeder Stichprobe
jeweils identisch normalverteilt mit unbekannten Erwartungswerten p, und

unbekannten Kovarianzmatrizen, die positiv semidefinit sind, d. h. 3; > 0:

YJ(Z)NNd(I'l’wEl)?Z:172]:177”1 (1)

Als multivariates Modell betrachtet, bei dem jede der d Messungen ei-
nes Individuums unterschiedlich skaliert sein kann, wiirde nur die Hypothese
Hy : py = p, interessieren. Bei Messwiederholungen wiirde diese Hypothe-
se bedeuten, dass der Verlauf der Messwerte in beiden Gruppen gleich ist.
Mit solchen Daten sind aber auch Hypothesen iiber eine Strukturierung der
d-dimensionalen Erwartungswertvektoren moglich, etwa wenn die Messwie-
derholungen einem oder mehreren Zeiteffekten unterworfen sind. Eine ent-
sprechende Modellierung bieten Split-Plot-Designs. Das sind partiell hierar-
chische Versuchsplane, bei denen der zufillige Faktor Versuchseinheit unter
einen festen Faktor A (Whole-Plot-Faktor) verschachtelt ist und beide mit
mindestens einem festen Sub-Plot-Faktor gekreuzt sind. Der Sub-Plot-Faktor
ist meistens die Zeit, die Bezeichnung verweist allerdings auf eine frithe An-
wendung der Split-Plot-Designs in der Landwirtschaft, bei denen die Stufen
der Sub-Plot-Faktoren dhnlichen, aber unterschiedlich behandelten Unter-
parzellen verschiedener Ackerflichen entsprachen. Der haufigste Fall mit nur
einem Sub-Plot-Faktor wird SP-a.b abgekiirzt, bei zweien schreibt man SP-
a.bc, wobei a fir die Anzahl der Stufen des Whole-Plot-Faktors steht und b
und c fiir die Anzahl der Stufen der Sub-Plot-Faktoren B und C' stehen. Im
Zweistichprobenlayout ist folglich a = 2, und wegen der gekreuzten Faktoren
B und C ist stets bc = d.

Das nichtsinguldre Modell ist folglich:
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y:X“+nmltX:(1n1@1n2>®Id7ll’:(ul) (2>
Mo

@, und p, sind entsprechend den Sub-Plot-Faktoren strukturiert, genauso
y € RY, wobei N = nd. Bei SP-a.bc ist mit allen denkbaren Wechselwirkun-

gen also

pigt = pr+ i + B+ + (aB)y + (@) + (87)y + (@B7)

mit [ = 1,...,b, '’ = 1,...,c und bei SP-a.b einfach p;; = p + a; + 5 +
(aB),, L =1,...,b. Die Hypothesen iiber die Parameter p, c;, 5; usw. wer-
den in solchen linearen Modellen konventionell mit einer Hypothesenmatrix
H als Hy : Hp = 0 dargestellt. Diese Matrix ist fiir dquivalente Hypothe-
sen iiber die Parameter aber nicht eindeutig. Deswegen ist abzusichern, dass
sinnvolle Statistiken nicht von der in diesem Rahmen willkiirlichen Wahl der

Hypothesenmatrix abhédngen.

Lemma 3.1. Sei H eine Hypothesenmatriz. Dann ist T = H' (HH')” H

eine symmetrische und idempotente Matrix, fir die gilt:
Tu=0& Hp=0.

Die Matrix T ist maximale Invariante unter der Wahl der Hypothesenmatriz,

es qilt also:

Beweis. Siehe ||, Abschnitt 4.2. O

Daraus folgt, dass eine Statistik, die eine symmetrische und idempotente
Hypothesenmatrix voraussetzt, stets invariant unter der genauen Wahl dieser
Matrix ist ([20], S.216). Insbesondere ist es gleichgiiltig, wie die verallgemei-
nerte Inverse berechnet wird. Weil das Verfahren, das in dieser Arbeit ent-
wickelt wird, symmetrische und idempotente Hypothesenmatrizen benotigt,

wird die Matrixschreibweise der wichtigsten Hypothesen zu den Split-Plot-
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Layout gleich in dieser Form eingefiihrt. Bei SP-2.b kann die Hypothese iiber
den Haupteffekt der Behandlungsgruppe (A) wie folgt getestet werden:

Ho(A) sy =poj=1,...,d
1
1 1

Die letzte Zeile bietet eine Vereinfachung fiir das Zweistichprobenproblem,
denn fiir @ > 2 miisste die Hypothesenmatrix % (P, ® Jg) gewihlt werden. So
aber kann jede Hypothese als Differenz oder Summe zweier transformierter
Erwartungswertvektoren aufgefasst werden, wie man bei der Hypothese iiber
den Haupteffekt des Sub-Plot-Faktors Zeit (B) sieht:

Hy(B): piy = pij, 1 =1,2; 4,5/ =1,....,d
< Ho(B): i — i =0
& Hy(B): Pap, =0
& Ho(B): Papy + Papy =0

Vollig analog ist es auch bei der Wechselwirkung zwischen Zeit und Behand-

lungsgruppe (AB):

Hy (AB) : pij — pry = 0,4, = 1,2, jj' = 1,....d
& Ho(AB): pij — i — o+ =0
& Ho(AB) @ pj — i — pigj + iz = 0
< Hy(AB) : Py, — Py, = 0.

Die Formulierung der Hypothese fiir den Haupteffekt A ist im SP-2.bc-Layout

identisch. Wegen der zweifaktoriellen Strukturierung von

/
Wi = (fi11s - -y fites fhi21s - - - Hibe)

stellen sich die Hypothesenmatrizen als Kroneckerprodukte dar:
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Hy (B) :piji — pijn = 0
Shijr — il =0
1 1
<:>E(I)12®JC)I"'1+ (Py®@Jc) e =0

Cc

Genauso berechnet man die anderen Hypothesenmatrizen:

Hy (€)1 (Jy Po) (1 + ) = 0
Hy (AB) - (Py @ .J.) (1 — pia) =0
Ho (AC) X (3, @ P.) (1 — 1) = 0

b
Hy(BC) : (P, ® Py) (py + py) =0
Hy (ABC) : (P.® Py) (1 — pg) = 0

Man kann leicht {iberpriifen, dass die genannten Hypothesenmatrizen alle
symmetrisch und idempotent sind. Ganz analog kénnen auch Hypothesen ge-
bildet werden, wenn drei oder noch mehr Sub-Plot-Faktoren vorliegen. Diese
Fille sind aber so selten, dass sie nicht weiter beriicksichtigt werden. Gleiches
gilt fiir die Formulierung spezieller Hypothesen {iber Kontraste der Sub-Plot-
Faktorstufen. Liegt erst eine entsprechende Kontrastmatrix vor, kann sie mit
Lemma B in die benoétigte Gestalt gebracht werden, so dass sich fiir die

Theorie nichts weiter dndert.

Der Einfachheit halber soll fortan jede Hypothese durch Hy : Ty —
Tp, = 0 dargestellt werden. Fiir die Hypothesen iiber den Gruppeneffekt
oder iiber eine Wechselwirkung mit der Stichprobenzugehérigkeit passt dies
offensichtlich. Die Hypothesen nur iiber Sub-Plot-Faktoren fiigen sich in die-
sen Rahmen, wenn in der zweiten Stichprobe einfach alle Vorzeichen umge-
dreht werden. An der Kovarianzmatrix von (?1. - 72.) andert das nichts.
Im Rest dieser Arbeit kann also ohne Einschrankung T (71. — 72.) geschrie-
ben werden, wo fiir Hypothesen iiber Sub-Plot-Faktorstufen T (?1. + ?2_)

stehen miisste.
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3.2 Schatzung von vielen Varianzkomponenten

Der Term 7 wird fiir das SP-2.b-Design in der Literatur fast immer sinngeméfs

(siche etwa [23]| oder [25]) als
Nijl = Zij + €1

mit unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen z; ~ N (0,0%),
€iji ~ N (0,0?%) modelliert. Das Ergebnis ist eine Kovarianzmatrix des Beob-

achtungsvektors mit einer sogenannten Compound-Symmetry-Struktur:
Cov(y)=1I,® (c°I;+ oy J)

Dieses Modell ist auch bei hoher Dimensionalitat fiir Varianzkomponenten-
verfahren zugénglich. Allerdings konnen die Annahmen von gleichen Korrela-
tionen der Messungen untereinander bei echten Daten sehr unrealistisch sein.
Aldworth und Hoffman (|3]) mahnen sogar an, die Moglichkeit negativer Ko-
varianzen in bestimmten Féllen einzubeziehen. Stimmen all diese Annahmen
nicht, kann das Niveau verfehlt werden. Bei hochdimensionalen Daten wird
dieses Problem noch schlimmer, da ein Varianzkomponentenverfahren mit
der falschen Struktur in sehr vielen falsch geschétzten Parametern miindet.
Als Beispiel sind in der Tabelle @ Niveausimulationen der ANOVA-Methode
fiir eine eine Compound-Symmetry-Struktur angefiihrt, bei denen in Wahr-

heit eine autoregressive Kovarianzstruktur

=1,...,

vorlag.

| d [ 2 [ 5 ] 10 | 50 [ 100 |
p=0,6]0.0555 | 0,0675 | 0,0905 | 0,108 [ 0,114
p=0,9] 0,05 | 0,098 | 0,136 | 0,229 [ 0,2405

Tabelle 1: Simuliertes 5%-Niveau von der ANOVA-Methode bei angenomme-
ner Compound-Symmetry-Struktur, obwohl autoregressive Struktur vorliegt.
Ny = N9 = 10
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Man sieht in der Tabelle, dass der Test liberaler wird, je mehr falsch
geschitzte Parameter in der Kovarianzmatrix vorkommen. Unterscheiden sich

die Parameter besonders stark (p = 0,9), dann wird dies noch schlimmer.

3.3 Multivariates Modell
Multivariate lineare Modelle werden konventionell durch
Y=XB+FE (3)

beschrieben, wobei Y € R™ ¢ die beobachteten Daten sind, X € R™** die
Designmatrix und B € R¥*? die Parametermatrix ist, sowie E = (E;)jzl N
mit E; ~ N (0,X) die Fehlerterme enthélt. Diese Schreibweise kann das

Split-Plot-Design aus (2) aufnehmen, wenn B = < o Mo )/ und X =
1,, ®1,, sind. Zwar testet man mit multivariaten Verfahren hauptsachlich
Hypothesen der Form Hy : HB = 0, z. B. Hy : P;B = 0, aber wie in
Abschnitt Bl gesehen, kénnen die Hypothesen im Split-Plot-Modell durch die
Multiplikation mit einer Hypothesenmatrix auf diese Form gebracht werden.
Bei SP-2.b sind beispielsweise die Schreibweisen Hy (AB) : PoBP; = 0 und
Hy (B) : I,BP,; = 0 moglich. Im wesentlichen miissen beim multivariaten
Modell nur auf beiden Seiten die Matrizen transponiert werden und der vec-
Operator angewendet werden, der die Spalten einer Matrix untereinander
schreibt, so dass ein langer Vektor entsteht, um eine univariate Darstellung

zu erhalten.

Da in der multivariaten Statistik anders als bei den Verfahren mit Vari-
anzkomponentenschétzung fiir gemischte Modelle kaum Annahmen iiber die
Struktur der Kovarianzmatrizen gemacht werden und gerade gezeigt wur-
de, dass das Split-Plot-Modell in den Rahmen eines multivariaten Modells
(sogenannte GMANOVA, siehe [22, P4|) gesetzt werden kann, liegt es nahe,
multivariate Verfahren anwenden zu wollen. Im folgenden Unterabschnitt
soll erklart werden, warum die multivariate Notation bei hochdimensionalen

Messwiederholungen triigerisch ist.
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3.4 Konkurrierende Invarianzeigenschaften hochdimen-

sionaler Tests

Ansatzpunkt ist die Beachtung des Aquivarianzprinzips, das bei [[I] zu fin-
den ist. Es fordert, dass eine Transformation der Daten, die den zugrunde-
liegenden Sachverhalt nicht verfélscht, auch das Ergebnis eines Tests nicht
verandern darf. Im folgenden werden Transformationen vorgestellt, die bei
Messwiederholungen oder multivariaten Daten den Sachverhalt nicht verén-
dern. Man wird sehen konnen, dass diese Transformationen allesamt Grup-

penstrukturen haben.

Definition 3.2. Sei G eine Gruppe, die auf R"*? operiert. Dann heift der

Test ¢ invariant unter der Gruppe GG, genau dann wenn
o (f(Y))=¢(Y) fiir alle f € G und fiir alle Y € R™*“.

Da die Spalten von Y die Messungen darstellen, besorgt die Operation

der symmetrischen Gruppe
Sqg =A{m|m:{1,...,d} = {1,...,d}, 7 ist bijektiv}

auf den Spalten von Y die Umnummerierung der Messungen. Dies darf das
Ergebnis des Tests freilich nicht verdandern, ein Test muss also die Invarianz
unter dieser Gruppe einhalten. Aus der Theorie zur Gauf-Elimination ist
bekannt (siehe [I4], S.12), dass eine Matrixreprésentation der symmetrischen

Gruppe die Menge der Permutationsmatrizen

P, = {P7r = ( €r(1) --- €x(d) > |7T S Sd}

mit der Matrixmultiplikation ist. Die Operation auf den Spalten von Y
wird so durch (P,,Y) — Y P, beschrieben. Die Umformung von (8) zu
Y P, = (XB + E) P, erhilt also alle Eigenschaften der Modellierung. Die-
selbe Uberlegung ist auf die Nummerierung der n Versuchseinheiten anzu-
wenden. Analog zur Permutation der Spalten durch Rechtsmultiplikation mit

Matrizen aus P, erreicht man die Umnummerierung der Zeilen durch Links-
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multiplikation mit Elementen aus P,,.

Die Gruppe der Permutationsmatrizen P, ist eine Untergruppe der ortho-
gonalen Gruppe O, es gilt also stets P, P/ = I. Tatsachlich ist es sinnvoll,
sofort Invarianz unter O,, zu fordern, da die grundlegenden Schatzer fiir die
Parameter, iiber die die linearen Hypothesen gebildet werden, orthogonal in-
variant sind. Die folgende Definition der kanonischen Form basiert auf dieser

Invarianzeigenschatft.

Definition 3.3. Seien X € R"™* B € R** und Cov (E;) = . Die Zu-

fallsmatrix Y* € R™? heifit multivariate kanonische Form zum multiva-

riaten linearen Modell Y = X B + E mit der Hypothese Hy : HB = 0,

rgH = r < k, falls es eine Matrix Q € O, gibt, so dass Y* = QY und
Yl

Y* = | Y2 | gelten, wobei E (Y?!) £ 0 € R™, E(Y?) € RE>4 und
Y3

E(Y?) =0 e R R4 gind.

Anschaulich gesagt werden auf diese Weise die Komponenten, die das
Modell sperzifizieren, die ,Erfiillung” der Hypothese angeben und die nur die
Varianz in den Daten beinhalten (entspricht dem Residuenraum, Y' und
Y? bilden den Schiitzraum), voneinander getrennt. Die kanonische Form des
multivariaten Zweistichprobenproblems oder der Hypothese Hy (A) aus dem
Split-Plot-Modell (B) wird durch eine orthogonale Matrix @ erreicht, deren

erste beiden Zeilen lauten:

Ql- = ( 7:1_2711{711 - 7:;_1711{712 >
1 (4)
=71
Q2~ \/ﬁ n
Die tibrigen Zeilen konnen durch ein Orthonormalisierungsverfahren gewon-
nen werden. Mit der Anpassung von Split-Plot-Hypothesen an das multiva-
riate Modell ist Y* = QY P, die kanonische Form zur Hypothese Hy (AB)

im Modell SP-2.b. Andert man die erste Zeile von Q auf

Ql' = ( \/ m(n??—i-m) 1”1 \/ 7L2(1”Zl+n2)1"2 ) )
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dann gehort Y* = QY P, zur Hypothese Hy (B).

Die Definition der kanonischen Form findet sich bei [20], S. 294, und
[22], S. 433. Sie kann als eine Verallgemeinerung der univariaten kanonischen
Form (d = 1) fur feste Effekte verstanden werden, wie sie in [27], S. 37ff.,
und [20], S. 265, angegeben werden. In [25] wird diese univariate kanonische
Form auch auf lineare Modelle mit zufélligen Effekten, wie das Split-Plot-
Modell in der Schreibweise (), verallgemeinert. [30] enthebt diese Definition
der Einschrankung, nur regulire Kovarianzmatrizen zulassen zu kdnnen, so
dass folgende Definition auch beim Split-Plot-Design (#) verwendet werden

kann, wenn man N = nd auffasst:

Definition 3.4. Sei X € RV* b € R* und Cov (n) = X > 0. Der Zufalls-
vektor y* € RY heifit kanonische Form zum linearen Modell y = Xb + n
mit der Hypothese Hb = 0, rgH = r, falls es eine Matrix Q € Oy gibt, so

yl

dass y* = Qy* und E (y*) = | y? | gelten, wobei F (y') D0, y2 e R

y3

und E (y®) = 0 € RV sind.

Tests fiir das Split-Plot-Design auf Grundlage dieser Definition setzen also
stets Invarianz unter Linksmultiplikation von y mit Oy voraus. Ubersetzt
man dies durch y = vec(Y’) in die multivariate Schreibweise, folgt somit
Invarianz unter Rechtsmultiplikation mit O,. Bei multivariaten Tests kann

aber nur Invarianz unter Rechtsmultiplikation mit P; motiviert werden.

Ein entscheidender Unterschied zwischen beiden kanonischen Formen ist
also, dass fiir das Split-Plot-Modell in der Schreibweise (B) fiir die Definition
B3 keine weiteren Invarianzeigenschaften iiber die Spalten von Y € R™*¢
vorausgesetzt werden. Hingegen beruht die kanonische Form laut Definition
B4 auf Invarianz unter Linksmultiplikation von Oy .

Neben der Nummerierung ist die Skalierung der Messungen durch ein
bestimmtes Einheitensystem ein unerwiinschter Einflussfaktor, den eine ent-
sprechende Invarianzeigenschaft ausschalten muss. Der Ubergang von einer
linearen Skalierung zu einer anderen wird durch eine affin-lineare Transfor-

mation y — gy + h mit g # 0 erreicht. Wenn die Gruppe der nichtsinguléren
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Diagonalmatrizen durch

D;,=<{{G= ,gﬁéO C GLy
0 9d

gegeben ist und R? mit der Vektoraddition betrachtet wird, dann ist die

Menge der komponentenweise verschiedenen affin-linearen Transformationen
Ag={(G,h): Y —» (Y +1,h) G, G € Dy, h € R?}

eine Gruppe mit der Verkniipfung
(G1,h1) o (Go, hy) : Y — (Y + 1,h7 + 1,hy) GG,

denn Assoziativitit, das neutrale Element (I4,04) und das zu (G, h) inverse
Element (Gil, —h) werden von den Gruppen D, und R? geerbt. Die Ope-
ration ist offensichtlich.

Man kann aber auch selbstinverse Abbildungen von mehreren Variablen
bilden. Beispielsweise wire es der Anwendungssicherheit dienlich, wenn Mess-
wiederholungen auch als Baselinewert mit Differenzen zu diesem Wert dar-
gestellt werden konnen, ohne dass dies ein abweichendes Ergebnis ergabe.
Lineare Transformationen dieser Art haben die Eigenschaft, zu sich selbst
invers zu sein.

Um einen fiir alle Arten von hochdimensionalen Daten universell einsetz-
baren Test zu haben, wére es wiinschenswert, Invarianz unter einer Gruppe
von linearen Abbildungen zu haben, die alle genannten zugleich umfasst.
Dies lauft auf die Gruppe der invertierbaren linearen Abbildungen hinaus,
die durch reguldre Matrizen repréasentiert wird. Das folgende Theorem von
LEHMANN ([20], S. 318) besagt, dass diese Anforderung kein hochdimensio-

naler Test erfiillen kann:

Theorem 3.5. Sei Y € R™? cine Zufallsmatriz, deren Zeilen stochastisch

unabhdngig sind, mit existierenden positiv definiten Kovarianzmatrizen stetig
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verteilt sind und Erwartungswert E(Y) = ( TR0 K TP b > haben. Dann
gibt es fir ny +ny = n < d € N keinen nichttrivialen, hochdimensionalen
Test zur Hypothese Hy : py = o, der zugleich unter GLg und O,, invariant

15t.
Zum Beweis wird ein Lemma bendtigt:

Lemma 3.6. Sei Y € R™ mit n < d eine Zufallsmatriz, deren Zeilen
stochastisch unabhdngig sind. Die Zeilen seien stetig verteilt, so dass ihre
Kovarianzmatrizen ezistieren und positiv definit sind. Dann sind die Zeilen

von Y fast sicher linear unabhdngig.

Beweis. Da wegen der stetigen Verteilung der Komponenten fast sicher kei-
ner der Zeilenvektoren genau im Ursprung liegt, wiirde lineare Abhéngigkeit
bedeuten, dass ein Zeilenvektor Y;, in dem Unterraum U liegt, der von den

anderen n — 1 Zeilenvektoren aufgespannt wird:

d
Y espan (..., Y{; 1y, Y 1),...) =UCR

Das bedeutet aber, dass Y’ auf das Komplement U von U projiziert Null
ist. Da aus den Y;,,, j' # j eine Basis fiir U ausgewéahlt werden kann und
diese zu einer Basis fiir U @ U® ergéinzt werden kann, muss sich also mit der
Basistransformation B von der Standardbasis auf diese Basis der Vektor Y;-_

als
!/
BY; = ( * 01xdim(UC) >
schreiben lassen konnen. Die Kovarianzmatrix von BY”; kann mit einer Ma-
trix Q, € O, diagonalisiert werden. Weil die Kovarianzmatrix von BY, auch

nichtsingulér ist, sind ihre Eigenwerte positiv. Wegen der stetigen Verteilung

von BY', und der Unabhéngigkeit von den anderen Y gilt nun:

k1)

=P (QdBY; = Qd( * ledim(UC) )/) =0

P (QdBY;, = Qd( * 04 gim (1) )
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Beweis. Zu Theorem B7A. Es kann angenommen werden, dass die Daten in
kanonischer Form sind. Durch Addition eines Vektors h € R% kann Y? bei
Invarianz unter A, eliminiert werden. Weil die Zeilen von Y! und Y? fast

sicher linear unabhéngig sind, gibt es ein A € G Ly, so dass

1 0
y! 0 0
0 A=1]10 1 0
Y3
0 0O 1 0
Die Testentscheidung ist also fast sicher immer dieselbe. O

Da GLg4 von Og4 und Dy, erzeugt wird —dies folgt aus der Existenz einer
Singulérwertzerlegung— liegt es nahe, fiir multivariate Daten auf Invarianz
unter Oy zu verzichten und sich mit A, zu begniigen. Fiir Messwiederho-
lungen ist die Addition eines konstanten Vektors ohnehin unvertréglich mit
den Hypothesen tiiber die Sub-Plot-Faktoren. Invarianz unter Dy ist ebenfalls
unnétig, da identische Grofen nicht durch unterschiedliche Skalen festgelegt
werden miissen. Auch Invarianz unter selbstinversen linearen Transformatio-
nen ist nicht notwendig. Letztlich muss ein Test fiir Messwiederholungen nur

unter Oy und R* invariant sein.
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4 Ansatze fiir Teststatistiken

4.1 Nachteile bekannter Statistiken

Eine sinnvoller Test fiir die Gleichheit zweier Stichproben verwirft die Nullhy-
pothese, wenn der Abstand zwischen den Mittelwertvektoren beider Stichpro-
ben zu grofs wird. Wie am Ende vom Unterabschnitt B erklart, kann dieser
Gedanke auch fiir andere Hypothesen angewendet werden. Eine etablierte De-
finition fiir den Abstand zweier Vektoren ist durch den Mahalanobis-Abstand
gegeben. Haben zwei Zufallsvektoren Z1, Z, € R? dieselbe Kovarianzmatrix
S=E((Z,—EZ;)(Z;— EZ;)') > 0fiiri = 1,2, dann ist die Mahalanobis-

Distanz durch
ds (Z1,Z5) = (Z,1 — ZQ)IS*1 (Z1— Z5)

definiert. Man sieht sofort, dass fiir jede Matrix A € G L, gilt

dasa (AZ, — AZ,) = 6s(Z,,Z>) .

In der Realitdt ist die Kovarianzmatrix natiirlich unbekannt. Wird sie
durch die empirische Kovarianzmatrix ersetzt, dann ergibt sich die Statis-
tik von Hotelling [I8]. Benutzt man eine Hypothesenmatrix H mit vollem
Rang, die beispielsweise aus den Hypothesenmatrizen in Bl durch das Ent-

fernen der richtigen Anzahl von Zeilen erzeugt werden kann, und wird mit

~

Sn_g = ﬁ Z?:l (nz - 1) Z?il (Yi(t) - ?i(t))/ (Yi(t) - ?i(t)) die gepoolte
empirische Kovarianzmatrix bezeichnet, so basiert die Hotelling-Statistik (sie-
he [22], S.216) auf dem Term

7= (Y, -Y,)H' (HSn_QH’) TH (V. - Ya).

Dies ist wie die Mahalanobis-Distanz invariant unter GL; und damit fiir
Messwiederholungen und multivariate Daten zugleich geeignet. Diese Eigen-
schaft erhélt sich auch in dem modifizierten Test fiir den Fall nichtidenti-
scher Kovarianzmatrizen und ungleicher Stichprobenumféange, der bei Kris-

hnamoorthy und Yu [19] ausgearbeitet ist.



22 4 ANSATZE FUR TESTSTATISTIKEN

Wie Theorem B4 nahelegt, kann die Hotelling-Statistik aber nur fiir nie-
digdimensionale Daten definiert sein. Ein offensichtlicherer Grund ist, dass
fast sicher rgS,_, = min (n,d) gilt (siche Satz B) und somit HS, oH
nicht invertierbar ist. Als Ausweg kann man die Inverse der empirischen Ko-
varianzmatrix durch eine andere geeignete Matrix ersetzen. Srivastava und
Du [28] schlagen eine studentisierung der Komponenten vor, indem die Ma-

trix R der Wurzeln der Diagonaleintrége von S,, invertiert eingesetzt wird:

TSD - (?1 - ?2) R_1 (?1 - ?2.)/

Dieser Term verandert sich nicht, wenn Y mit D € D, transformiert wird,
wohl aber, wenn eine Transformation mit einem Element aus Oy durchgefiihrt
wird. Das macht diesen Ansatz geeignet fiir hochdimensionale multivariate
Daten, nicht fiir Messwiederholungen. Deswegen soll darauf nicht weiter ein-

gegangen werden.

Eine andere Moglichkeit, das Inverse der empirischen Kovarianzmatrix zu
ersetzen, ist die Moore-Penrose-Inverse (-)*. Dies geschieht in der sogenann-
ten Wald-Typ-Statistik:

W, = (Y, - Y,) H (HiH’)+ H((Y,-Y,)

Sie ist invariant unter Oy, nicht aber unter Dy, ist also fiir Messwiederholun-

gen und nicht fiir multivariate Daten brauchbar.

Diese Statistik hat allerdings gravierende Nachteile. Zum einen gibt es
Alternativenvektoren, fiir die die Macht gleich bleibt, wie lang der Vektor

auch sein mag. Man findet sie durch
(Id — (HSH')" HSH’) Z, ZcRL HZ Z+0,.

Anschaulich erklart sich das durch die sdulenférmige Gestalt mit ellipsoidalen

Grundriss, die der Annahmebereich hat.

Zum anderen ist die Verteilung dieser Teststatistik im hochdimensionalen
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Fall unbekannt. Man weifs nur, dass
(Y- Y.)H (HSH) H (Y. - Y2) ~ s

und 3 ein konsistenter Schiitzer fiir 3 ist, aber selbst wenn X nichtsingulér
ist, ist die Konvergenz der Verteilung von W,, gegen diese Chiquadratvertei-
lung so schlecht, dass der Test nur bei niedriger Dimensionalitéit sein Niveau
gut einhalt, bei wachsender Dimensionalitdt aber erst extrem liberal und
anschliefsend extrem konservativ wird. In folgender Abbildung wird das ver-
anschaulicht. Auf der Abszisse ist die Dimensionalitit d aufgetragen, auf der
Ordinate das simulierte Quantil. Als Kovarianzmatrix wurde I; gewahlt, die
Stichprobenumfiange waren ny = ny = 20 und die Anzahl der Simulations-

durchlaufe waren jeweils 10000.
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Abbildung 1: Simuliertes 95%-Quantil der Wald-Typ-Statistik
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4.2 ANOVA-Typ-Statistik
4.2.1 Zwei Stichproben

Ein dritter Ansatz ldsst die invertierte empirische Kovarianzmatrix ganz weg.
Das Testkriterium ist somit die quadrierte euklidische Norm der Mittelwert-
vektoren, also eine quadratische Form, deren exakte Verteilung laut Repra-
sentationstheorem A~ gegeben ist durch die Summe gestreckter und unab-

héngiger Chiquadratverteilungen.

d
J=1

A; bezeichnet hierbei die Eigenwerte von X = ny 'S 4+ n5 'S, und Z; % 2.
Um hieraus den kritischen Wert zu berechnen, méchte man aber nicht ge-
streckte Chiquadratverteilungen falten, damit man die Verteilung erhélt, weil
das viel zu kompliziert und aufwendig wére. Stattdessen setzt man Erwar-
tungswert und Varianz des Ausdruckes auf der rechten Seite mit einer um
den Faktor g gestreckten Chiquadratverteilung mit f Freiheitsgraden gleich,

um so eine approximative Verteilung zu finden.

d d
E (Z )xﬁ(%) = ZAJ‘ =5SpT¥ =gf
j=1 j=1
d d
Var (Z ijf) =2% A =25p(TE)* =24°f

j=1 j=1

2
Man erhélt also f = Si‘zTgE)Q und g = sg;%_ Wegen der Idempotenz und
Symmetrie von 7" kann in die Spuren jeweils TXT statt T'3 eingesetzt wer-
den, siche unten Lemma B Mit dem Zeichen ,, ~ 7 soll abgekiirzt werden,
dass die linke Seite des Zeichens approximativ die Verteilung auf der rechten

Seite hat. Es kann also geschrieben werden:
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(V1. -Y)T (Y1 - Y2) % gx?
— JE— /

(V.- ¥2)T (Vi - Y5)

< SpTX

~ FING (6)

Als néchstes soll der unbekannte Parameter SpT'Y: auf der linken Seite
durch einen beobachtbaren Term ersetzt werden, ndmlich durch die Spur der

empirischen Kovarianzmatrix SpT' 3= nilSpTZAJI + %SpTEAJg.

Lemma 4.1. Die Spur der empirischen Kovarianzmatriz einer multivari-
at normalverteilten Stichprobe ist stochastisch unabhdngig von threm Mittel-

wertsvektor.

Beweis. Wenn man die Beobachtungen der Stichprobe ¢ in einem langen

Vektor y, untereinander schreibt, und T, = (I,,, ® T') abkiirzt, dann ist
T,.y,~N(Q, Tu, I, 2 TE,T). (7)
Der Mittelwertsvektor mehrmals untereinandergeschrieben ist
Tya¥ = ;" (Jn, @ 1a) Thoay.

Die Spur der empirischen Kovarianzmatrix kann man schreiben als eine qua-

dratische Form:
SpTE; = (ni — 1) YT 4 (P, @ Ia) Tyyoqy; (8)

Die Matrizen (J,, ® I;) und (P,, ® I;) sind symmetrisch und positiv semi-
definit. Weil

=(J,, @T%E,T)(P,,®1;) =0

ist, ist die quadratische Form SpT'S; laut dem Satz von Craig und Sakamoto
(siehe Satz BA—2) unabhingig von 1,, ® T'Y ;.. Insbesondere ist sie unabhéingig
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von einem beliebigen Teil dieses Vektors, namentlich Y. O

Die Spuren der empirischen Kovarianzmatrizen sind also jeweils unab-
héngig von den Mittelwertvektoren derselben Stichprobe und von den Mit-
telwertvektoren der anderen Stichprobe sowieso. Wenn jetzt mit derselben
Idee wie beim Zahler eine approximative Chiquadratverteilung von der Spur
der empirischen Kovarianzmatrix gefunden werden kann, muss der gesamte
Bruch approximativ einer F-Verteilung folgen.

Das Reprasentationstheorem liefert fiir ny 'SpT 3+ No 1SpT§§2:

2 n;d
Zn 1SpT'S,; = Z (P, @ L) Ty, ~ Y > NwZ;

©

Die \;(; sind die Eigenwerte von W; = P, @1, (I,T%T)und

n; (n -1) (
Z; s X%. Man setzt wiederum die ersten beiden Momente gleich und errech-

net wegen der Unabhéngigkeit der Chiquadratverteilungen:

<Z Z Aj 1)X1) = Z msp (P, @ I,) (I, @ TE,T))

=1 j5=1 =1

—Zn’l ' Sp (P, @ TE,T)
= Zni_lspTEi = gofo
=1
2 id
(Zz)\] z)Xl) = 22 2(nZ Pnl ®Id> (In®T2@T))2
=1 j=1
=2 Z n_2 1) Sp (TEJZ-)2 = 29§fo

Es ergeben sich folgende Freiheitsgrade und folgende Verteilung:

Sp’TY
S22 02 (n — 1)L SPATS,

fo=
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> iy (ni = 1) Sp (TS,)”
SpTX

go =

SpTS . 19

Zusammen mit (B) kiirzt sich SpT'Y weg und man erhélt approximativ eine

F-Verteilung:

(Y. -Yo)T (Y. -Y,)
= . ~ F(f, 10
Qr —— ~ F'(f, fo) (10)
Welil fir den Fall n; = ny und ¥; = 3y = oI, sich auf diese Weise

die bekannte ANOVA-Statistik ergibt, wird eine Statistiken mit solchen Ap-

proximationen in der Literatur (|8]) auch ANOVA-Typ-Statistik genannt. In
Abschnitt [@ wird untersucht, ob die gefundene Approximation tauglich ist.

4.2.2 Eine Stichprobe

Den Rechenweg kann man auch auf den Fall einer einzigen Stichprobe beste-

hend aus
Yi~N (X)), k=1,....n (11)

iibertragen. Die Statistik mit der F-Approximation lautet dann einfach

YTY

m’?F(ﬂ(”—l)f} (12)

mit f = 25;2. Der Einstichprobenfall wird die Simulation in dieser Arbeit
vereinfachen, sonst aber nicht weiter thematisiert werden. Fiir den Freiheits-
grad kann der Schétzer aus [31] eingesetzt werden, der im néchsten Abschnitt

vorgestellt wird.
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5 Betrachtung bisheriger Arbeiten

5.1 Approximation und Versuche zur Freiheitsgradschat-

zung

Mit der Idee, die Verteilungsfunktion einer Summe von y2-verteilten Zufalls-
variablen so durch eine Chiquadratverteilung zu approximieren, dass die Va-
rianz bei der Approximation dieselbe ist, wurde schon von Satterthwaite [26]
der Student-t-Test modifiziert, um ungleiche Stichprobenumfiange und un-
gleiche Varianzen zuzulassen (Behrens-Fischer-Problem). Bei Box [6, B] wur-
den Erwartungswert und Varianz einer quadratischen Form mit denen einer
gestreckten chiquadratverteilen Zufallsvariable gleichgesetzt, um die appro-
ximative Verteilung zu erhalten. Ahnlich der obigen Rechnung wurde dies
auf zwei unabhéngige quadratische Formen angewendet, und so entstanden
approximative Teststatistiken fiir ein- und mehrfaktorielle Blockmodelle. Die

Ergebnisse dhneln denen von (I[2).

Geisser und Greenhouse [I6, 7] tibertragen diese Idee auf Split-Plot-
Designs mit gleichen Kovarianzmatrizen oder gleichen Stichprobenumféangen.
Sie erwahnen in [I6] beildufig auch die Eignung der quadrierten euklidischen
Norm fiir hochdimensionale Daten, da sie nicht erfordert, die empirische Ko-
varianzmatrix zu invertieren. Fiir die Freiheitsgrade der F-Verteilung schla-
gen die Autoren vor, eine Abschéitzung nach unten einzusetzen, ndmlich
f > 1. Diese Abschitzung gilt auch fiir den Fall ungleicher Kovarianzma-
trizen. Weil die Quantile der F-Verteilung FY ,—1)y in f fiir f > 1 monoton
fallend sind, ergibt sich daraus ein konservativer Test. Den naiven Ansatz, die
empirische Kovarianzmatrix fiir die Freiheitsgrade zu verwenden, verwerfen
die Autoren. Schon fiir bekannte Kovarianzmatrizen kénne der Rechenauf-
wand —geschrieben im Jahr 1958 umsténdlich sein. Der Effekt geschétzter
Kovarianzmatrizen auf die Approximatitionsqualitdt war den Autoren nicht
absehbar.

In gleichen Jahr befasste sich Dempster |12, [3] speziell mit hochdimensio-
nalen Tests. Sein Ausgangspunkt ist dieselbe F-Approximation, insbesondere

ebenfalls mit dem quadrierten euklidischen Abstand der Mittelwertvektoren
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beider Stichproben. Weil er nur zwei Stichproben mit identischen Kovari-
anzmatrizen betrachtet, hat die Verteilung der Statistik die Freiheitsgrade f
und (n — 2) f. Fir Freiheitsgrad f gewinnt er Schétzer auf Grundlage der
kanonischen Form aus Definition BZ3, indem er heuristisch zwei Gleichungen
aus den Lingen und Winkeln der Zeilenvektoren von Y2 und Y zueinander
konstruiert. Beide Gleichungen kénnen nach einem Wert aufgelost werden,
der f schétzen soll. Erwartungstreue und Konsistenz sind bei diesen Schét-
zern nicht eindeutig, weil sie von der willkiirlichen Basisergénzung bei der
kanonischen Form und der Wahl einer der beiden gewonnenen Gleichungen
abhingen.

Wesentlich spéter (1996) greifen Bai und Saranadasa [4] die Statistik und

das Modell von Dempster auf. Sie benutzen den Term

Wy = —(rmtna=2) ) (Sp (TSn1+n2—2)2 - —L _§p° (Tsn1+n2—2)> ’

(n1+n2)(n1+n2+1 ni+na—2

der mit der Asymptotik % —c >0, nﬂ < Ny und n — oo gegen SpT'X?
konvergiert. Damit wird die quadratische Form (?1. — 72_)/ T (?1. — ?2.)
standardisiert, um eine asymptotisch normalverteilte Teststatistik zu erhal-
ten.

Aus W; und derselben Asymptotik machen Srivastava und Fujikoshi [29]
eine F-Statistik fiir mehrere Stichproben mit identischen Kovarianzmatrizen,

die bei zwei Stichproben die approximative Verteilung

(Y. - Y.)T (Y. - Ys)
SpT'S,

~ F(fs (n—2) fs), (13)

2 2 . .
Sp T2 Qurch % ersetzt, der in ihrer

annimmt und den Freiheitsgrad fs = Sp(T3)? W

Asymptotik konsistent ist.

Nachteilig an dieser Asymptotik ist, dass die Dimensionalitéit als genau-
so flexibel betrachtet wird wie der Stichprobenumfang, denn in der Realitét
ist es viel einfacher, einen Versuch an zusatzlichen Versuchseinheiten zu wie-
derholen, als ihn mit einer anderen Anzahl an Messwiederholungen neu zu
gestalten. Man wird also nicht die Anzahl der Messungen verdndern, damit

sich die Statistik besser an das asymptotische Verhalten annéhert.
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Bei keinem der genannten Autoren wurde der Fall unterschiedlicher Ko-
varianzmatrizen bei gleichzeitig verschiedenen Stichprobenumfangen gelost,
obwohl die Ahnlichkeit der Box-Approximation fiir nichtsphérische Kovari-
anzmatrizen mit der Satterthwaite- Approximation fiir unbalancierte heteros-
kedastische Stichproben eine Kombination anbietet.

Problematisch ist weiterhin der Umgang mit unterschiedlichen Invarian-
zeigenschaften. Geisser und Greenhouse stellen ihr Verfahren zwar von An-
fang an in den Split-Plot-Kontext, empfehlen in [I4] aber trotzdem diesen
Ansatz, falls multivariate Tests, insbesondere fiir hochdimensionale Daten,
nicht mehr anwendbar seien. Dass verschiedene Grofien so nicht mit eindeu-
tigen Ergebnissen getestet werden konnen, bleibt unberiicksichtigt. In [29]
wird zwar auf die Unmdglichkeit hingewiesen, einen unter G L, invarianten
hochdimensionalen Test zu finden, der Test basierend auf der quadrierten
euklidischen Norm wird aber trotzdem wie ein multivariater Test behan-
delt und sogar mit solchen verglichen, obwohl er eher eine Alternative fiir

Varianzkomponenten-ANOVA als fiir multivariate Tests ist.

5.2 Dimensionsstabile Losung

Gezielt fiir Daten mit Messwiederholungen und mit einer allgemeineren Asym-
ptotik wurden die Freiheitsgrade in den Arbeiten iiber einen Einstichproben-
test von Werner [31] sowie Ahmad, Werner und Brunner || konstruiert. Die
im néachsten Kapitel konstruierten Schétzer dhneln den Schétzern aus diesen
beiden Arbeiten bis auf das fiir den Zweistichprobentest notige. Deswegen
werden diese Vorarbeiten hier genauer dargestellt.

Modell (I8) wird sinngeméfs zum Einstichprobenmodell, wenn g, n und 3

Erwartungswertvektor, Stichprobenumfang und Kovarianzmatrix darstellen:

YjNN(/J’uz)7j:17'”7n (14)

Da der Faktor A nicht existiert, gibt es nur noch Hypothesen iiber die Struk-

turierung der Messwiederholungen, etwa

Hy(B): Py =0.
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Bei mehreren Zeitfaktoren sehen die Matrixformulierungen der Hypothesen
analog aus, also ohne die Differenzen aber mit denselben Matrizen fir T
wie auf S. M. Mit derselben Technik, mit der in (B) die Verteilung von
(?1. — ?2.)/ T (71. — 72.) approximiert wurde, geschah es schon in [31] fiir
den Einstichprobenfall:

Sp? (T'X)

Yry. ., ,
fl Xf17 fl - Sp(TZ)Q

n1SpTs

Der unbekannte Parameter SpT'3) im Nenner wurde allerdings nicht durch
die Multiplikation einer Box-Approximation von SpTﬁ] eliminiert, sondern
er wurde durch einen anderen Schéatzer B, = ”7122:1 Y, TY, ersetzt,
der konsistent und unter der Nullhypothese erwartungstreu ist. Anschlie-
flend wurden Erwartungswert und Varianz des gesamten Bruches % mit
folgender Taylor-Approximation berechnet, die fiir Zufallsvariablen X und Y

gilt :

X\ . BEX Var(Y) Cov(X,Y)

b <?> T EY (H E2Y EXEY (15)
X\ . E?X (Var(X) Var(Y) _Cov(X,Y)

Var <?> B E2Y( Px By 2 EXEY ) (16)

Danach werden Erwartungswert und Varianz einer F'-Verteilung mit diesen

Annaherungen gleichgesetzt, um eine F-Approximation zu gewinnen. Der

erste Freiheitsgrad f; muss dabei % = 1 erfiillen, was nur asymptotisch fiir

fr — oo moglich ist. Da die Dichte einer FY, ,,-Verteilung fiir f; — oo gegen
die Dichte einer um den Faktor f;;' gestreckten Xfcn—verteilten Zufallsvariable

konvergiert, ist also

YTY. . |,
By T X
Man kann auch —wie in [0] geschehen— die Approximation F (%) = %

benutzen, ohne dass sich am Ergebnis etwas dndert.

Das entscheidende Problem ist aber die addquate Schatzung des Frei-

heitsgrades. Das Einsetzen der empirischen Kovarianzmatrix anstelle von X
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wurde verworfen. Fiir den hochdimensionalen Fall niitzt die Konsistenz dieses
Schétzers nichts, denn der asymptotische Fall hinreichend grofter Stichpro-
benumfinge ist nie hochdimensional. In Simulationen der zitierten Arbeit
wurde gezeigt, dass Sp (Tﬁ]>2 fiir n < d den Parameter Sp (TE)2 stark

iiberschétzt. Bei einer Compound-Symmetry-Struktur konnte sogar bewie-
Sp(TZE)2
Sp(Tx)?
d schrumpft, die relative Verzerrung also immer grofer wird. Die Sorge von

sen werden, dass der Quotient bei festem Stichprobenumfang mit
Geisser und Greenhouse, wie sich ein Test durch das Einsetzen von Schétzern
fiir die Freiheitsgrade verhalten wiirde, beantwortet sich in diesem Layout al-
so genau wie bei ihrem Vorschlag fiir den Split-Plot-Fall, dem Einsetzen einer
Untergrenze.

Sinnvoller als Konsistenz ist also stochastische Konvergenz, die fiir al-
le d € N gleichméafig gilt. Wegen der Tschebyschjow-Ungleichung wird die
Konvergenz schon erreicht, wenn der Schétzer asymptotisch erwartungstreu

ist und der quadrierte Variationskoeffizient verschwindet.

Lemma 5.1. émd konvergiert fir alle d € N gleichmdfiig stochastisch gegen
04, wenn ’E (495_;) — 1] =20 und Var (495_;1) 2.

Beweis. Der Beweis ist in [31] zu finden. O
Auf diese Weise kann das entscheidende Kriterium formuliert werden:

Definition 5.2. Der skalare, erwartungstreue Schéitzer én,d heifst dimensi-

onsstabil, wenn eine Folge z, existiert, so dass

ngVar <én,d> <z

fiir alle d gilt.

Intuitiv gesagt sichert die Dimensionsstabilitit, dass Erwartungstreue
und Konsistenz des Schétzers mit wachsender Dimensionalitit nicht unbe-
grenzt schlecht werden kénnen. Konsistenz ergibt sich bei Dimensionsstabi-
litdt, wenn z, eine Nullfolge ist.

Der Vorteil dieser Definition gegeniiber der Asymptotik aus [d, 29| ist,
dass man in der praktischen Anwendung eines Tests mit Schétzern, die die-

se Eigenschaft erfiillen, nicht dariiber nachdenken muss, ob die Anzahl der
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Messwiederholungen zu groft oder zu klein sein kénnte, um das nominelle
Niveau befriedigend gut zu erreichen.

Dimensionsstabile Spurschétzer wurden in |1, 81| aus quadratischen For-
men, ihrem Produkt und aus Bilinearformen der Beobachtungsvektoren kon-
struiert, die unter der Nullhypothese Hy : T'u = 0 gerade die zu schiatzenden
Parameter SpT'S, Sp>T'E und Sp (T'S)” als Erwartungswert haben (siche

unten Lemma B33 und notiere k # s):

E(Y,TY},)=SpTX
E(Y,TY,Y'.TY,) =Sp°T%
E(Y},TY.)" = Sp(TD)’

Die Terme
B =n Y YTY,
k=1

B =0 (n— 1)) YITY,YITY,
k=1

bzw. BYY) =0t (n— 1)) (Y}TY )
k=1

erweisen sich als konsistente Schétzer fiir die jeweiligen Spuren und sind dar-

tiber hinaus dimensionsstabil. Mit der Taylorapproximation ([3) wird der
nB£W>

(n—1)B{"W)

de in Simulationen gezeigt, dass die Statistik

Freiheitsgradschéitzer fy = approximativ erwartungstreu. Es wur-

Definition 5.3. L
_YTY.

Cop—1.2
Cw = m ~ fw Xy (17)

mit diesem Freiheitsgradschéatzer das Niveau sehr gut einhélt.
Auf den Zweistichprobenfall mit entweder gleichen Stichprobenumféingen
oder gleichen Kovarianzmatrizen wurde diese Idee in der Arbeit von Ahmad

|2] tibertragen, indem die Zentrierung T'E (Y 1, — Y o) =) ausgenutzt wird.
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Entsprechend der Differenz der Beobachtungen kénnen Schétzer fiir die Ter-

me Sp (TE, + TX,), Sp* (TE, + TX,) und Sp (T'E; + T22)2 mit derselben

Idee und denselben Eigenschaften gefunden werden wie schon bei B((]W), B%W)

und Béw). Beim Gebrauch der Abkiirzungen

Ap= (Y1, —Y) T (Y —Yy)
und Ak,l;r,s = (Ylk - Y2l)/T (er - YZS)

lautet die Statistik

2V, Vo) T (Vi Vo) . -

Cy= ~ NG (18)

TLB(()A) fa
mit By = S0, 37" Ay und dem Freiheitsgradschétzer f = g% beste-
hend aus By = nitnyt(ng — 1) (ny — 1) ftr 2tzs At Ars und B, =
ni'ngt(ng — 1) (ng —1)7" jtr 2ots AR 15 Der grofe Nachteil ist, dass

nur gleiche Stichprobenumfinge oder gleiche Kovarianzmatrizen zugelassen
werden kénnen.
Im folgenden Abschnitt sollen &hnliche Spurschétzer ausgearbeitet wer-

den, die diese Beschrankung nicht haben.
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6 Spur- und Freiheitsgradschatzer

6.1 Grundsatzliche Lemmata
Lemma 6.1. (Spur einer Matriz) Sei C, B € R™? Q € Oy
1. Sp(BC) =Sp(CB)
2. Ist B = B’, dann gilt SpQBQ’ = SpB
3. (Spurungleichung) Ist B auflerdem positiv semidefinit, dann gilt

Sp (B?) < Sp*(B).

Beweis.
1. Sp (BC) = Zld’l/:]- Bl’lCll’ = Sp (CB)

2. Sp(QBQ) = Sp (QB) Q') = Sp (Q'QB) = Sp (B)

3. Wiedergegeben wird der Beweis aus [32], S. 166. Mit einer orthogonalen
Matrix Q, die B diagonalisiert, gilt

Jj=1

Sp(B)*=Sp(QBQ)" =) X< ( )\j> = Sp*(B)

j=1
[l

Durch dieses Lemma wird deutlich, dass die ANOVA-Typ-Statistik mit
durch Skalarprodukte geschétzten Freiheitsgraden invariant unter orthogo-
nalen Transformationen sein kann. Aufserdem lésst sich die Verzerrung von
Sp <Tﬁ))2 anschaulich erklaren. Da es Q,,Q, € O, gibt, die TXT und
TST diagonalisieren, braucht man jeweils nur die Eigenwerte \; bzw. 5\j zZu
betrachten. Es ist stets
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E (]il &-) — ESp (QQTETQ’Q) — ESp (TET) — ESp <TE)

d

=5p(T%) = Sp (@ TETQ)) = )\, (19)

J=1

j=1"7"

A\ 2 A
und Sp (TZ) = >°% X2 Laut Satz B ist im Hochdimensionalen aber
fast sicher rgT 3 = min (n,rgT¥). Manche Eigenwerte von TS verschwin-

den also. Weil (I9) immer gilt, miissen also Eigenwerte tiberschétzt werden.

N\ 2
Deswegen wird auch die Quadratsumme Sp (TZ) zu grok.

Lemma 6.2. (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fiir Zufallsvariablen) Seien

X, Y zwei Zufallsvariablen, deren zweite Momente existieren. Dann gilt:

Cov(X,Y) < v/ Var(X) Var(Y)

Beweis. (X — EX) und (Y — EY) in die bekannte Cauchy-Schwarz-Unglei-

chung eingesetzt erbringen den Beweis. O]

Die Hauptlast der Beweise im folgenden Abschnitt liegt auf der Spurun-
gleichung und der Chauchy-Schwarz’schen Ungleichung. Begonnen werden
die Beweise aber mit Resultaten iiber die Momente von quadratischen und

Bilinearformen.

Lemma 6.3. (Momente quadratischer Formen) Seien z; ~ N (0, V1) und
unabhdngig davon zo ~ N (0,Vy) und Q, = 2 Tz, und Qy = 25T 2y qua-

dratische Formen, d. h. T' symmetrisch. Dann gelten:
1. E(Qy) =SpT'Vy (Satz von Lancaster)
2. B(Q?) =2Sp(TV1)+Sp°TV,

3. E(QY) =48SpTVi+32Sp (TV,)*SpTV,+12Sp (TV,)*Sp*TV +
12Sp? (T'V,)* + Sp*TV,
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4. Var(Q?) = 48Sp (TV,)* + 32Sp (TV,)” - SpTV, + 8Sp(TV ) -
Sp*T'V 1 +8Sp*(TV )’
5. Var(Q) =2Sp (TV,)?

6. Var(Q:1Q;) = 4Sp(TV1)? - Sp(TV,)? + 2Sp°TV, - Sp (TV,)* +
2 Sp (TV1)2 : szTVQ

Beweis. Stillschweigend wurde schon in (H) durch das Représentationstheo-
rem der Erwartungswert und die Varianz einer quadratischen Form in nor-

malverteilten Zufallsvariablen ausgerechnet. Mit der induktiven Formel

B (Q?) 7 (0) mit n (m) = 2™m!Sp (TV )™

—_

p@ =Y (") E@nt-1-0

=1

aus Mathai und Provost [21], S. 55, kénnen E (Q?) und Var (Q;) eleganter
berechnet werden. Diese Resultate setzt man in Var (Q1Q2) = F (Q1Q2)2 —
E(Q%) E (Q3) ein, und der Beweis ist komplett. O

Lemma 6.4. (Momente von Bilinearformen)
Seien z1 ~ N (0,V1) und zo ~ N (0, V3) unabhingige Zufallsvariablen
und T eine symmetrische, idempotente Matrixz. Dann gelten fir die Biline-

arform QQ = 2\ Tzy:
1. EQ=0
2. EQ*=SpTV TV,
3. EQ*=6Sp (TV,TV,)’ +3Sp> (TV,TV,)
4. Var(Q*) = 6Sp (TVTV,)* +28p* (TV TV )

0T
Beweis. Mit T'p = % ( T 0 und 2’ = ( z) z) ) ~N(0,V;®V,) ist

QQ = z'Trz eine quadratische Form. Den Rest besorgen die korrespondieren-

den Nummern aus Lemma B23. ]
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6.2 Spurschatzer

Fiir das Durchzéhlen der Versuchtseinheiten werden die Indizes k, [, s und ¢
benutzt, gegebenenfalls mit ,Verzierungen”, also &/, k" usw.. Die Indizes k, [, s
und ¢ mit derselben Verzierung seien fortan als verschieden zu betrachten, bei
verschiedenen Verzierungen sind gleiche Werte moglich. Es kann also " = [

sein. Definiere folgende quadratische bzw. Bilinearformen:

Ay = (Yo = Yip) T (Yo — Yo
Al = (Yo = Yi) T (Yi) — Yi)
Agr = (Y = Y1) T (Y — Yiw)

Daraus werden erwartungstreue Schétzer fiir die Terme SpT'3,SpT'3,
Sp? (T'S,), Sp (T'E;)” und Sp (T'X,T'E,) als Bausteine fiir die Freiheitsgrade
zusammengesetzt. Anders als in den angefithrten Vorarbeiten (|, 2, B1]) wird
die Zentrierung also nicht durch die Hypothese sondern durch die identische
Verteilung in derselben Stichprobe erreicht. Der Nachteil ist, dass Mindest-

stichprobenumfinge von n; > 4 vorausgesetzt werden.
Theorem 6.5. (Erwartungstreue) Es gilt:

1. B (AQAD) =480T,

2. E (A A7) = 48pTS, - SpT'Ss

3. E (A;"l)st>2 — 4SpT>2
4. E(Aw) = 4SpTE T,

Beweis. Wegen (Yk(i) — Yl(z-)) ~ N (0,23;) und der Unabhéngigkeit der

beiden quadratischen Formen erhélt man aus Lemma E3.1
E(AQAQ) = B (AQ) B (A7) =480T,

und B (4 A8)) = B (AD) B (A)) = 41SpTS18pTS,.
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Die letzten beiden Behauptungen beweist man entsprechend mit Lemma
64.2. m

Unabhingig von der Dimensionalitit kénnen Sp*Y;, SpX?, SpX; - SpXs
bzw. Sp313, also durch folgende Schétzer erwartungstreu geschatzt werden:

B = (4ni (ni = 1) (n; — 2) ( Z AR AL

k,l,s,t=1

BY = (s (= 1) (s~ 2~ ) S (A,dst)

k,l,s,t=1

Cy = (4n1 (ny — 1) ng (ng — 1)) Z Z A AR,

kl=1FK1I=1
CQ (4”1 (’fll - ]_) o TLQ — 1 E E Ak:lk:’l’
klI=1K1=1

Man kann ausrechnen, dass SpTil . SpT22, SpTﬁ T3, und SpTi-
identisch zu C;, Cy bzw. n[l (n; — 1)_1 ”1 Agl) sind. Dazu sei im Anhang
A2 auf (20) und in A27F auf (20) verwiesen.

Um Konsistenz und Dimensionsstabilitdt zu beweisen, wird die Varianz

benétigt.

Lemma 6.6. 1. Var (A ' A(l)) = 64 Sp* (T'X,)*+64Sp (T'X,;)*-Sp* (T'X))

2. Var (A,i?Af,L) — 64Sp (T'S,)Sp (T'S,)*+32Sp (TE,)*-Sp? (TS, +
328p* (T'S1) - Sp (T22>2

3. Var (A,gg{;) = 96Sp (TS,)* + 329p? (T'S;)’
4. Var(A2,,) = 96 Sp (T TX,)? + 32Sp* (TS TX,)

Die ersten beiden Nummern beweist man mit Lemma B623.6, die anderen
beiden mit Lemma 64.4.

Theorem 6.7. Die erwartungstreuen Schditzer
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1. BWfir Sp*TS,
2. B fiir SpT?
3. Cy fur SpT3, - SpT3,
4. Cy fiir SpTX,T3,.
sind in der Asymptotik ni,ny — oo konsistent und dimensionsstabil.

Beweis. Zu zeigen ist fiir jeden der Schétzer, dass seine Varianz bei jeder
Dimensionalitdt und Kovarianzmatrix nicht grofser als ein Vielfaches vom
Quadrat seines Erwartungswertes ist. Die entscheidende Ungleichung ist, dass
Cov (X,Y) < Var (X) falls Var (X) = Var (Y). Es werden die Abkiirzungen

ni (ni — 1) (ni —2) (ni = 3) — (ni —4) (i = 5) (ni = 6) (i = 7) —o(1)

e 16n; (n; — 1) (n; — 2) (n; — 3)
und
L (n1 — Dng (ng — 1) — (ny — 2) (ny — 3) (ng — 2) (ny — 3) —o(1)
16n1ng (ng — 1) (ng — 1)
vereinbart.

In der folgenden Ungleichungskette verschwinden die Kovarianzen, wenn

alle Indices verschieden sind:

0 _ ! ' (@) 4) () 40)
VarB! = e 2. 2 Cov <Akl Ast’Ak’l’AS’t’>

klst=1k s t'=1
< y;Var (A,i?AfQ)
= 1; (64Sp* (T'S,)* + 64Sp (TE)? - Sp* (T'E)))
< 128v,Sp* (T'X))

In (ny —2) (ny — 3) (ng — 2) (ny — 3) Féllen verschwinden alle Kovarianzen,

weil die Indices alle verschieden sind. In den anderen Fillen kommt die
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Cauchy-Schwarz-Umgleichung zum FEinsatz. Dies erkldrt die erste Unglei-
chung. Die letzte Ungleichung nutzt aus, dass SpA? < Sp*A fiir jede sym-
metrische positiv semidefinite Matrix A gilt. Vollig analog gehen die Beweise

fiir die anderen Schatzer.

VarB{ = (4n; (ni = 1) (m; - YN Cov (A2 AL,

kst k'l st
< y;Var (A](jl)i)
=1; (96 Sp (T'X))" + 328p* (T'E,)?)
< 128 1,8p* (T'E;)

ny n2 ni

VarC, = (ot 2000 3 3 Cor (A AG, A, AL

kl k:/ l/ k./l l/l k.//l l/ll

< vVar (A,(J)Afjl),)

= v (64Sp (TX1)* - Sp (T'S,)” +32Sp (TX1)” - Sp* (T'Es)
+32Sp* (TS1) - Sp (TX,)?)

< 128vSp* (TX,) - Sp* (T'X,)

ni n2 ni

Vs = g 300 2 3 o (e A

l k/ l/ k// l// k.//l l///

S vVar (Aklk”l/)
=1 (96Sp (TSI TX,)” + 325p* (TS TE,))
< 128vSp? (TS TX,)

Dimensionsstabilitéit folgt, weil der Quotient aus Varianz und dem Qua-
drat des jeweiligen Erwartungswertes fiir alle d beschrankt ist, ndmlich durch

128v; bzw. 128v. Konsistenz folgt, da v; — 0 fiir n; — oo und

i_i(nl —2)(%1—3) ) (n2—2)(n2—3) nl’ni_;ooo
16 16 nq (n1 - 1) %) (ng — ].)
ey ey
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]

6.3 Zusammensetzen der Summe

Als néchstes ist zu priifen, ob die offensichtlich erwartungstreuen Schétzer
B, = anBfl)—l—in’ln;lCl—l—n;le) und By = nIQBél)+2n1’1n2’102+n2’13§2)
auch dimensionsstabil und konsistent fiir Sp? (T'S) bzw. Sp (T'X)” sind. Zur
Abkiirzung sei fortan ¢ # 7'.

Lemma 6 8. (Abschitzung der Kovarianzen von Termen aus B und C4
sowie B und C3)

!

Cov (AW AL AD A
Cov (AD AL ADAL) ) 3 < 128Sp® (TX,) - SpT S, | £ 1/
(&)

1

~

/

Cov (AW AL, AD AL,
2. Cov (A,(jif,Ang,t,) < 128Sp (TS, - SpTE TE,
3. cm( 02 42 t) < 128Sp (TS, - SPTE, TS,
J. (Aklst,Ag,l,st> < 128Sp (T'S,)? - SpTE, TS,
(

5. Cov(AR2 42, ,,t) < 128Sp (T'S,)? - SpTE, TS,
Beweis.

1. Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung, den Varianzen aus Lemma

B8 und der Spurungleichung erhélt man

COV A](i‘ll A"’ZS7A](<:Z)A’E‘/)S”
Cov (Af AR, AQAG), ) & < (Var (ADAQ) Var (A a),))"
Cov (AD AW AD A1)

11l

NI

< (128Sp'TY; - 128 Sp° TS, Sp° TSy )
< 128 Sp*T'E,;SpTEy
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2. Ebenfalls mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung schétzt man ab:

Cov (A2, 430) < (Var (AL2)) Var ()

= (96Sp (TS1)* + 325p* (TS1)?)?

[N

- (96 Sp (TZTX,)” + 32Sp°TE,\TEs)

< /128 - Sp? (TS, - Sp! TS TS,
= 128Sp (T'S;)? - SpTE, TSy

Die letzten drei Behauptungen kénnen mit denselben Umformungen bewiesen

werden. n
Theorem 6.9. By und By sind dimensionsstabil und konsistent.

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber werden die Kovarianzen und Varianzen
getrennt abgeschéatzt. Diejenigen Kovarianzen der quadratischen Formen aus
Bfl) und (71, die nicht verschwinden, werden durch die Resultate aus Lemma

B3R abgeschétzt. Man erinnere sich auflerdem, dass nq,ne > 4 sein muss.

1

Cov (BP, 01> = (1672 (ny — 1)% (ny — 2) (ny — 3) mz (ng — 1))~
ni ni ng . )
1 1
. Z Z Z COV (A]E:I)Agt)’ Al(f’l)/Al({)”)l")
klst=1k 1'=1k"l"=1

< gty - 128Sp (T'X) - SpT'E,

< 128Sp* (T'%,) - SpT'X,

Analog:

Cov (BP, (Jl> < Sp? (T'Ss) - SpT'S, < 128Sp® (T'S,) - SpT'E.

Weiterhin fithren die Abschéatzungen v; < 1 und v < 1 zu Var (Bp) <
128 Sp* (T'S;) und Var (Cy) < 128 SpTE,TE,. Zusammen ergibt sich:
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2 2
Var (B) = Z n; *Var <B§i)> + Zn;?’n;lCov (Bfi), C'1> + (nyns)~* Var (Cy)
i=1 iti!

2 2
<128 (Z n; *Sp* (TE;) + Z n;n,'Sp* (T'S;) - SpTEy
i=1

i=1,i#i’
+ny*ny2Sp? (T'E) - SpT22>

< 128 Sp* (TX)

Aus der letzten Zeile folgt die Dimensionsstabilitdt. Die Konsistenz folgt,
wenn man bedenkt, dass in der vorletzten Zeile die Vorfaktoren mit n;, ny

verschwinden und die Spuren fest sind.

Nach demselben Schema kann die Dimensionsstabilitit von B, untersucht

werden. Die Kovarianzen schitzt man ab durch

Cov (Bg”, 02) = (1602 (ny — 1) (ny — 2) (ny — 3)ma (ny — 1)) "

S5 S (a2 )

klst=1K I'=1k"1"=1

2m-5_ . 198Sp (T'X,)” - SpTE, TS,

— 4ni(n1—1)

< 128Sp (T%,)* - SpTE\TE,

und analog Cov <B§2), CQ) < 128Sp (TEQ)2 - SpTX,TX5. Auch hier gelten
selbstverstandlich v; < 1 und v < 1, so dass nach der folgenden Unglei-

chungskette vollig identisch argumentiert werden kann:

2 2
Var (By) = Z n; *Var (Béi)) + Z n;n; ' Cov <B§i), C’g) +ny*ny?Var (Cy)
i=1 it
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2 2
<128 (Z n;4Sp? (TX;)? + Z n;*n;'Sp* (T'S;) SpT S, Ty

i=1 =1,
+ny?ny%Sp? (TX,) - SpTEb)

< 128Sp? (T'E)?

6.4 Zusammensetzen des Quotienten

Als nachstes sollen By und By zu den Schéatzern fo = B 5 und

- > (i=1) " "n; *Bf

f= g—; zusammengesetzt werden.

Theorem 6.10. Béi) ist fast sicher positiv.

Bewers. Esreicht, nur ein A,gzl)i zu betrachten. Esist T' (Y ;, — Y;;) fast sicher

nicht orthogonal zu jedem beliebigen, festen Vektor x, weil andernfalls
P (9'}/T (sz — Yzl) = 0) >0

wére, was bei einer Normalverteilung der Y, Y;; mit SpX; > 0 nicht sein
kann. Wegen der Unabhéngigkeit zu T (Y, — Y,) ist

=P(x'T (Y —Yy)=0lz=(Y; —Y))

Also muss A,(;l)qi fast sicher positiv sein. O]

Damit ist geklart, dass f und fo fast sicher existieren.

Zuletzt ist noch zu zeigen, dass f und fo dimensionsstabil und konsis-
tent sind. Die Konsistenz ergibt sich automatisch aus dem Satz von Slutsky.
Dimensionsstabilitit und Erwartungstreue kann man am einfachsten appro-

ximativ mittels (IF) und (IH) zeigen.
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Theorem 6.11. f und fo sind approximativ dimensionsstabil.

Beweis. Die approximative Erwartungstreue kann man mit der Approxima-
tion von Casella und Berger [T, Abschnitt 5.5.4 zeigen. Die Varianz von
f ist mit der Taylorapproximation (I8) und den Abschétzungen aus dem

vorherigen Unterabschnitt folgendermafsen beschrankt:

Var (f) ~ E?B; (Var(By) N Var (B;) 2COV(Bl,Bg)
E2By, \ E?B,; E?B, EB,ED,
E%B; (Var (B;) = Var(Bs) N 2\/Var (B1) Var (By)
~ E?2By, \ E?B E?B, EB,EDB,
< f7(128 + 128 +2-128)
Fiir fo geht die Rechnung analog. O]

Damit ist folgende Statistik hergeleitet:

/
Py (Y. —-Y3) TA(YI' -Y,) “F
SpX ’
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7 Simulationen

7.1 Eine Stichprobe

In diesem Unterabschnitt soll hauptséchlich die Qualitét der Approximatio-
nen (B) und () sowie der Einfluss des Einsetzens eines Freiheitsgradschét-
zers auf das Niveau der Statistik untersucht werden. Bei (B) kommt es nur
auf die Kovarianzmatrix n; ', + n, ', des Vektors (?1. — ?2.) an, nicht
auf 31, 35, ny und ny im einzelnen. Es reicht also die Betrachtung einer
Einstichprobenversion mit dem Modell () aus. Aber auch der Zweistich-
probentest bei gleichen Kovarianzmatrizen und Stichprobenumfingen wiirde

sich genauso verhalten wie die Einstichprobenstatistik (I[2) auf S. 2.

Um die Folgen geschétzter Freiheitsgrade zu untersuchen, wird in der
Statistik (I2) zum einen der naive Freiheitsgradschétzer mit den empirischen
Kovarianzmatrizen und zum anderen der Freiheitsgradschétzer aus [31] ein-
gesetzt. Die Statistik Cyy auf S. B3 wird als bereits etablierte Statistik zum
Vergleich hinzugefiigt.

Mochte man nun die Kovarianzmatrizen finden, fiir die die Approxima-
tionen am schlechtesten sind, so reicht es, nur das Spektrum der Matrizen
zu betrachten, denn da die simulierten Statistiken orthogonal invariant sind,
kann ohne Einschrankung eine Diagonalgestalt angenommen werden. Wegen
der Invarianz unter (R, -) weif man auferdem, dass eine Streckung der Ko-
varianzmatrix um einen positiven Faktor das Simulationsergebnis nicht ver-
andern kann. Eine weitere zulédssige Vereinfachung ist es, nur mit reguléren
Kovarianzmatrizen zu simulieren, denn sind Eigenwerte der Kovarianzmatrix
Null, dann haben die Daten in dem zugehorigen Eigenraum gleichzeitig keine
Varianz, die sich auf die quadratische Form auswirken konnte. Als Kovari-
anzmatrizen wurden deswegen I4, eine Compound-Symmetry-Struktur mit
o =o0y = % sowie eine autoregressive Struktur mit p = 0,5 und p = 0,9
gewahlt. Damit sind die Falle gleicher Eigenwerte, eines grofen und meh-
rerer kleiner Figenwerte sowie langsam bzw. stark ansteigender geordneter

Eigenwerte abgedeckt.

In Abbildung B sind die simulierten Quantile der vier Statistiken mit
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T = P, versetzt gegen die Dimensionalitdat aufgetragen. Jeder eingezeichnete
Punkt entspricht einem Simulationsergebnis. Als Stichprobenumfinge wur-
den 10, 20, 40 und 60 gewéhlt, so dass bei demselben d jede Statistik 16 mal
simuliert wurde. Um den Fehler durch die endliche Anzahl der Simulations-
ldufe m = 10000 mit dem Approximationsfehler der Statistik vergleichen zu
konnen wurden gestrichelte Linien eingezeichnet, die ein 99%-Zufallsintervall
fir das 1 — a-Quantil mit den Grenzen 1 — a — wugg951/m ' (1 — ) und
1—a+ U0‘995\/m angeben. Bei einer exakten Statistik ist also
die Wahrscheinlichkeit 99%, dass das Simulationsergebnis zwischen diesen

Grenzen liegt.

e ¥ g Ay 0 4

0.93 | Box-Approximation vom Zahler
’ F-Approximation, bekannte Freiheitsgrade
naiv (W)
0.92 FF-Statistik mit — 21~
CW (n—1)B;

! ! ! ! ! !

10 20 40 80 160 320

e

Abbildung 2: Simuliertes 95%-Quantil im Einstichprobenfall

Man sieht, dass sowohl die approximative Verteilung des Zahlers als auch
des ganzen Bruches im fir das Testen iiblichen 95%-Bereich sehr genau ist.
Die Statistiken mit dimensionsstabilen Schétzern sind erwartungsgeméf et-
was schlechter, als wenn die echten Freiheitsgrade eingesetzt worden wéren.
Zum Testen reicht die Genauigkeit trotzdem. Die empirische Kovarianzma-
trix einzusetzen, ist eindeutig schlechter als dimensionsstabile Schéatzer zu

benutzen, wenn d sehr grof ist.
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7.2 Zwei Stichproben
7.2.1 Ungleiche Kovarianzmatrizen und Stichprobenumfinge

Im Fall ungleicher Kovarianzmatrizen und Stichprobenumfiénge kann man
die Approximation in eine ,Box-Komponente” und eine , Satterthwaite-Kom-
ponente” aufteilen. Die erste tridgt den unterschiedlichen Eigenwerten der
Kovarianzmatrix Rechnung, die zweite den unterschiedlichen Kovarianzma-
trizen. In der Doppelsumme aus (d) wird das deutlich. Zu untersuchen ist
hier also, ob die doppelte Approximation befriedigend ist oder ob die Fehler
sich dergestalt addieren, dass die Statistik ihr Niveau zu sehr verfehlt. Des-
wegen werden fiir die Simulation die unterschiedlichen Kovarianzmatrizen
mit einem Streckungsparameter und unterschiedlichen Stichprobenumfingen

kombiniert.

1 1 .,
PHES Id, —Id+—Jd, (0,5‘]_]‘>
2 2 §,j'=1,....d

3, € {cId, gId n ng, (c-0,5‘j—f’|>

ce {1,2}}

j7j/:17"'7d

ny, ny € {10, 20, 40, 60}

Auferdem ist zu priifen, wie sich die neuen Spurschétzer verhalten. Die
Schatzer BY), Béi) und C) verhalten sich identisch, auch wenn auf die Kovari-
anzmatrizen jeweils verschiedene orthogonale Transformationen angewendet
werden. Es kommt also auch hier nur auf die Eigenwerte an. Der Term C5
hingegen kann zusétzlich davon abhéangen, wie die Eigenvektoren zu bestimm-
ten Eigenwerten von 3; und X, zueinander liegen, denn allgemein gilt nicht
SpXi3; = SpQR’'E,QX; mit Q € Oy Darum werden mit den ansteigenden
Eigenwerten Ay, ..., \yq einer autoregressiven Kovarianzmatrix zusétzlich die
Matrizen ¥; = diag (A, ..., A\g) und Xy = diag (Mg, - .., A1) benutzt.

Um einen Eindruck davon zu gewinnen, wie schnell die Konsistenz der
Freiheitsgradschétzer die Genauigkeit der Statistik verbessert, sind die Er-
gebnisse in der Abbildung @ fiir ungiinstig kleine Stichprobenumfange —d. h.

eine Stichprobe enthélt nur 10 oder beide enthalten nur 20 unabhéngige
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Beobachtungen— und fiir grofse Stichprobenumfange in der Abbildung B dar-
gestellt. Die gestrichelten Rénder der Zufallsintervalls sind etwas breiter als
in Abbildung B, weil angesichts der groferen Anzahl an Parameterkombina-

tionen jeweils nur mit 4000 Durchléufen simuliert wurde.

-

0.98

0.97

HHE A+ i
H—++
1

0.96

0.95

0.94

0.93 -

0.92

Abbildung 3: Simuliertes 95%-Quantil bei ny # ny, %1 # Xg,nq, ny > 800

Die kombinierte F-Approximation mit bekannten Freiheitsgraden (I0)
stellt sich beim 95%-Quantil als sehr genau heraus. Die dimensionsstabilen
Spurschétzer verschlechtern das Ergebnis kaum spiirbar, so dass Fp als ge-
eignete Teststatistik betrachtet werden kann. Das Einsetzen der empirischen
Kovarianzmatrizen ergibt wiederum bei wachsender Dimensionalitit eine zu-
nehmend konservative Teststatistik.

Die Qualitdt der F-Approximation ist auch bei kleinen Stichprobenum-
féngen sehr genau. Wie im Einstichprobenfall wird die naive Schéatzung der
Spuren bei derselben Dimensionalitdt noch konservativer, wenn der Stichpro-
benumfang reduziert wird. Die Fp-Statistik hingegen wird leicht liberal. Der
Grund dafiir kann in der Verzerrung von f und fo bei kleinen Stichprobenum-

fangen liegen. Wirklich erwartungstreu sind beide Schétzer nur asymptotisch,
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Abbildung 4: Simuliertes 95%-Quantil bei n; # ny, 31 # 35, ning < 800

denn im Allgemeinen ist der Erwartungswert eines Quotienten nicht gleich
dem Quotient der Erwartungswerte. Dieses Problem wurde fiir den Einstich-
probenfall in der Arbeit [31] durch die Taylorapproximation des Erwartungs-

wertes des Quotienten abgefangen. Dabei entstand der Freiheitsgradschétzer
nBW

(n—1)lB2W )

benumféngen den Test nicht sichtbar verzerrt.

der —wie im vorigen Abschnitt gesehen— auch bei kleinen Stichpro-

7.2.2 Gleiche Stichprobenumfinge oder Kovarianzmatrizen

Die Qualitét der Approximation wird sich in diesen Féllen dhnlich darstellen
wie im Einstichprobenfall. Die Approximation bei bekannten Freiheitsgraden
muss also nicht nochmal untersucht werden. Stattdessen konkurriert hier die
Statistik g mit C'y und der Statistik von Geisser und Greenhouse, in die die
Untergrenze fiir den Freiheitsgrad eingesetzt wird. Bei gleichen Kovarianz-
matrizen ist auferdem die Statistik (I3) anwendbar. Deswegen wird in der
Darstellung der Ergebnisse danach getrennt, ob Stichprobenumfinge (Abbil-

dungen B und B) oder Kovarianzmatrizen identisch sind. Simulationsergeb-
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nisse, auf die beides zutrifft, sind in beiden Abbildungen eingezeichnet.

0.98

0.97 -

0.96

0.95

0.94

0.93

0.92

T T % T i | — | — T | —
S
Jr
| ]
| FB + _
| Geisser, Greenhouse -+ i
i 1 I I I I I
5 10 20 40 80 160 320

Abbildung 5: Simuliertes 95%-Quantil bei n; = ny > 20

d

Die Statistik von Geisser und Greenhouse ist extrem konservativ. Dies

wird bei steigender Dimensionalitdt sogar noch schlimmer. Die Statistiken

C4 und Fg halten beide ihr Niveau sehr gut ein.

0.98

0.97

0.96

0.95

0.94

0.93

0.92 5

| % == T | — T T
- T .
§ + |
¥ =
+
| Ca + + -
Fg +
Geisser, G;reenhouse \ | | | | _
5 10 20 40 80 160 320
d

Abbildung 6: Simuliertes 95%-Quantil bei n; = ny < 20
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Ahnlich wie bei ungleichen Kovarianzmatrizen und Stichprobenumfin-
gen wird Fp etwas liberaler. C'4 hingegen wird etwa in dem gleichen Mafe

konservativer.

In den Abbildungen [@ und B werden die Simulationsergebnisse fiir iden-
tische Kovarianzmatrizen présentiert, die auch fiir die Statistik (I3) ausge-
rechnet worden sind. Ist eine Teststatistik fiir gleiche Kovarianzen in dieser
Situationen befriedigend genau, muss man fiir den praktischen Einsatz be-
denken, dass bei ungleichen Stichprobenumfingen irrtiimlich als identisch
angenommene Kovarianzen zu einem extrem liberalen oder konservativen
Test fithren, abhéngig davon, ob in der groften Stichprobe die Spur der Ko-
varianzmatrix eher grofs bzw. eher klein ist. Ein vergleichbares Phanomen ist

bei dem Zweistichproben-t-Test bekannt.

1 T T T T T T
0.98 |- _
0.97 - _
0.96 4+ 4_~,_ _ i - - = - _F  _ =
+
0.95 % i -
094 F — - - T+ 4+ 7
CA + ul
| Fg + _
0.93 Geisser, Greenhouse
0.92 Fujikoshi, Srivastava  + i
. i 1 I I I I I

5 10 20 40 80 160 320

Abbildung 7: Simuliertes 95%-Quantil bei 3; = 35 und grofen Stichprobe-
numfingen

Bis auf die Statistik von Geisser und Greenhouse treffen alle Statistiken

bei grofsen Stichprobenumféngen ihr Niveau sehr gut.
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1 T T T T T T
0.98 - _
0.97 - ]
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. = _E -
0.95 % % é % $ § % E
0.94 — — —+—
Cy +
| Fg + _

0-93 Gelsser, Greenhouse
0.92 | Fujikoshi, Srivastava  + i
. | | | | | | |

) 10 20 40 80 160 320
d

Abbildung 8: Simuliertes 95%-Quantil bei ¥; = ¥, und kleinen Stichprobe-
numfingen

Bei kleineren Stichprobenumfingen wird C'y wieder etwas konservativ.
Der Effekt, dass demgegeniiber Fg leicht liberal wird, stellt sich bei gleichen
Kovarianzmatrizen nicht ein, die Statistik bleibt genau. Die Statistik ([C3)
ist dhnlich genau. Da sie aber wegen des gepoolten Kovarianzmatrixschét-
zers nur in dieser Situation so gut sein kann, empfiehlt das fiir die Praxis
nicht diese Statistik. Denn wenn unbekannt ist, dass die Kovarianzmatrizen

identisch sind, ist nur F’g gefahrlos anwendbar.

7.3 Gite der Teststatistik

Die Power wird zusétzlich zu ni,ne, T, und T3, durch die Gestalt des
Alternativenvektors beeinflusst. Deswegen wire eine erschopfende Untersu-
chung, die alle denkbaren Félle gut abdeckt, noch umfangreicher. Die Power
wird allerdings nur durch die Approximation (I0) beeinflusst, nicht durch die
Spurschétzer. Da diese nur aus Differenzenvektoren von Beobachtungsvekto-
ren derselben Stichprobe konstruiert werden, d&ndern sich ihre Schétzungen
nicht, wenn ein Alternativenvektor auf die Beobachtungen einer oder beider

Stichproben aufaddiert wird.
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Abbildung 9: Power bei Trendalternative 8; — 3 = od~'|j — j'|

Hier sei zunéchst in Abbildung 8 der Fall einer Trendalternative dar-
gestellt, d. h. es ist pu; = py, = ( 01 ... &L ) und es wird Hy (B)
getestet. Es fanden 5000 Simulationsdurchldufe statt. Die Dimensionalitét
war d = 10, 20, 40, und die Zufallszahlen wurden von oben nach unten
I=1,....d und 3y = %Id + %Jd’

und Xy = I,; sowie zuletzt 3; = %Id + %Jd und

mit den Kovarianzmatrizen ¥, = (0,5“_”)

¥ = (07 5”71/')1:1 d
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3y = I, erzeugt. In der linken Spalte sind n; = ny, = 10 und in der rechten
n, = 10 sowie ny = 20.

Es sind keine negativen Auffilligkeiten der Giitefunktion zu sehen. Die
Power verbessert sich in den simulierten Beispielen, wenn die Dimensionalitat
steigt. Dies liegt aber an der speziellen Form der Alternative und darf nicht
den Schluss nahelegen, dass Versuchsaufbauten am besten moglichst viele

Messwiederholungen beinhalten sollten.
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8 Makros

8.1 Benutzerschnittstelle

In diesem Abschnitt sollen die SAS-Makros dokumentiert werden. In [9] wer-
den die Abkiirzungen F1-LD-F1 und F1-LD-F2 fiir die nichtparametrische
Analyse longitudinaler Daten mit einem Whole-Plot und einem bzw. zwei
Sub-plot Faktoren verwendet. Um zu betonen, dass hier Makros fiir hochdi-
mensionale Daten vorliegen, werden sie F1-HD-F1 und F1-HD-F2 genannt.
Sie werden mit den SAS-Befehlen

%include ‘<Pfad zu F1-HD-F1.sas>F1-HD-F1.sas”
%include ‘‘<Pfad zu F1-HD-F2.sas>F1-HD-F2.sas”’

geladen. Die Syntax ist

%f1_hd_f1(data=<SAS-Datensatz>, VAR=<gemessene Grofe>,
Subplot=<Zeitfaktorl>,Subject=<Versuchseinheiten>,
Wholeplot=<Gruppe>) ;

und

%f1_hd_f2(data=<SAS-Datensatz>, VAR=<GroRe>,
Subploti=<Zeitfaktorl>, Subplot2=<Zeitfaktor2>
Subject=<Versuchseinheiten>, Wholeplot=<Gruppe>);

SAS-Datensatz ist der Bezeichner fiir einen SAS-Datensatz, der in demselben
Format ist, wie er es fiir eine entsprechende Analyse mit proc mixed sein
miisste. Der Datensatz enthélt also die Variable Gréfe, die die einzelnen
skalaren Messungen enthélt, und zu deren richtiger faktorieller Zuordnung
die Variablen Versuchseinheiten, Gruppe und Zeitfaktorl sowie eventuell
Zeitfaktor2. Eine Vorsortierung des Datensatzes ist nicht notwendig.
Anwendungsfehler wie zu geringer Stichprobenumfang, ,vergessene” Kom-
binationen von Faktorstufen, fehlende Varianz in beiden Stichproben oder

mehr als zwei Stichproben im Datensatz fithren zu Fehlermeldungen oder
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Warnungen. Nicht gepriift wird, ob ein Messwert nur ein Punkt ist, das SAS-
Symbol fiir einen fehlenden Wert. Dies miisste durch einen zeitraubenden
Schleifendurchlauf iiberpriift werden.

Die Ausgabe erfolgt in demselben Format wie bei proc mixed. Zur Kon-
trolle werden erst die Namen des Datensatzes und der Variablen mit den
Messwerten so ausgegeben, wie sie eingelesen worden waren. Anschlieffend
wird die Codierung der Stichproben und die Anzahl der Faktorstufen der
Sub-plot-Faktoren angezeigt. Die Tabelle mit den Testergebnissen listet die
Werte der Teststatistik @ und von f und fo sowie den p-Wert auf. Die
Effekte werden in der Ausgabe entsprechend den jeweiligen Variablen im

Datensatz benannt. Ein Beispiel fiir eine solche Tabelle steht in Abschnitt .

8.2 Rechnerische Details

Die Berechnung der Spurschétzer B; und Bs; wurde auf zwei numerisch
nicht identischen Wegen realisiert. Bei der einen Methode wurde ein FORT-
RAN95-Modul geschrieben, das mit Zéahlschleifen erst die Differenzen zwi-
schen den Beobachtungsvektoren und anschliefsend deren Skalarprodukte be-
rechnet. Die andere Methode multipliziert die Skalarprodukte aus und bildet
die Differenzen zum Schluss. Dies ist zwar fiir die numerische Stabilitét (sie-
he |I4]) nicht forderlich, trotzdem lieferte im direkten Vergleich die zweite
Methode nie sichtbar unterschiedliche Ergebnisse in der Schiatzung der Frei-
heitsgrade. Hinsichtlich Ausfithrungsgeschwindigkeit sind in der matrixori-
entierten SAS-Umgebung beide Methoden etwa gleich. Die zweite Methode
hat den Vorteil besserer Portierbarkeit, da nicht auf betriebssystemabhéngig
compilierte Module und Systemaufrufe zugegriffen werden muss. Deswegen

wurde sie in den Makros und Simulationen verwendet. Sie wird im Anhang
A7) erklart.
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9 Anwendungsbeispiel

Beispielhaft soll das Makro F1-HD-F2 auf die Daten der Schlafstudie aus |7
angewendet werden. Dort wurde bei jeweils zehn Méannern und Frauen wéh-
rend drei Tagen in vierstiindigem Abstand die Konzentration eines Enzyms
gemessen. In dieser Zeit haben die Probanden in der ersten Nacht normal
geschlafen, wurden in der zweiten Nacht am Schlaf gehindert und haben in
der dritten Nacht einen Erholungsschlaf gehabt. Die Enzymkonzentrationen
jedes Probanden sind in Abbildung @0 aufgeplottet. Die Beobachtungen bei
mannlichen Probanden sind mit blauen, die der weiblichen mit roten Mar-

kierungen versehen.
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Abbildung 10: Verlauf der Enzymkonzentration bei den ménnlichen (blau)
und den weiblichen Probanden (rot).

Den Ausgangsdaten ist unmittelbar nichts besonderes anzusehen, was fiir
die eine oder andere Hypothese sprache. Werden Tag und Tageszeit als Sub-
plot-Faktoren betrachtet und Geschlecht als Whole-plot-Faktor, unter den
die Probanden verschachtelt sind, dann ergeben sich mit der Anwendung des

neuen Tests folgende Resultate:



60 9 ANWENDUNGSBEISPIEL

Effekt Qr f fo p-Wert

Geschlecht 0,0750 | 1,0000 | 17,481 | 0,7873

Tag 1,2414 | 2,0837 | 32,727 | 0,3034

Tageszeit 8,2746 | 4,9884 | 120,43 | 0,0000
Geschlecht x Tag 0,0094 | 2,0837 | 32,727 | 0,9921
Geschlecht x Tageszeit 1,3052 | 4,9884 | 120,43 | 0,2663
Tageszeit x Tag 3,4021 | 9,0973 | 196,89 | 0,0006
Geschlecht x Tag x Tageszeit || 0,6215 | 9,0973 | 196,89 | 0,7797

Es konnte nur eine Wechselwirkung zwischen Tageszeit und Tag gefunden
werden. Der Verlauf der Enzymkonzentration an einem Tag unterscheidet sich
also mit der Art des Schlafes.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit ist es gelungen, einen allgemeinen Test fiir Zweistichproben-
Split-Plot-Designs unter Normalverteilung zu konstruieren, der keinerlei An-
nahmen iiber die Kovarianzmatrizen voraussetzt, weder iiber die Gleichheit
der Matrizen noch iiber deren Struktur, und der keine Einschrankungen be-
zuglich der Anzahl der Messwiederholungen macht. Lediglich ein Mindest-
stichprobenumfang von vier Versuchseinheiten ist zu gewéhrleisten, damit
die Statistik definiert ist.

Neben den schwachen Voraussetzungen sind seine leichte rechentechni-
sche Implementierbarkeit und seine schnelle Ausfiihrbarkeit besondere prak-
tische Vorteile des neuen Tests. Implementationen bisher existierender Vari-
anzkomponentenverfahren benotigen fiir viele Messwiederholungen deutlich
mehr Zeit, weil sie auf die iterative Berechnung der groften Kovarianzmatrizen
angewiesen sind. Dies ist algorithmisch deutlich komplexer als die Skalarpro-
dukte der neuen Statistik auszurechnen.

In umfangreichen Simulationen wurde beobachtet, dass der Test sein Ni-
veau fiir méafig groke Stichprobenumfiange ab ni,ny > 20 sehr gut und fiir
geringere Umfénge in ausreichendem Mafe einhalt.

Zur Verbesserung kann man eine Taylorapproximation des Erwartungs-
wertes der Freiheitsgradschétzer heranziehen, um bei sehr kleinen Stichpro-
benumfingen die Genauigkeit zu verbessern. Dies wiirde die exakte Berech-
nung der Varianz und der Kovarianz der Spurschétzer voraussetzen, was zwar
moglich, doch sehr aufwendig ist.

Eine andere Verbesserungsmoglichkeit fiir kleine Stichprobenumféange wé-
re, die Spurschitzer fiir Sp? (£, + ;) und Sp (X, + 3,)? aus [2] als Aus-
gangspunkt zu nehmen und das Ergebnis mit den neu gefundenen zu korri-
gieren. Damit konnte es moglich werden, nur noch in einer Stichprobe mindes-
tens vier Versuchseinheiten zu verlangen, in der anderen mindestens zwei. Ob
die resultierenden Freiheitsgradschétzer dann tatséchlich besser sind, miisste
anschlieflend erforscht werden.

Weiterhin sollte sich der Test unkompliziert fiir mehrere Stichproben aus-

bauen lassen, wenn man bedenkt, dass die Differenz Y;. — Y 5. und die Sum-
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men n; '3y + ny ' Xy nur von der speziellen Form der Matrix Py herriihren,
die der Gruppenstruktur Rechnung trégt. Bei mehreren Stichproben sollten
sich gewichtete Summen der Kovarianzmatrizen bilden, die sich ebenfalls so
zerlegen lassen, dass die neuen Spurschéitzer anwendbar sind.

Auf die Robustheit des Test wurde in dieser Arbeit {iberhaupt nicht ein-
gegangen, aber dafiir kann ein Rahmen ausgearbeitet werden, der allgemeiner
als die Normalverteilungsannahme ist. Die Erwartungstreue der Spurschét-
zer kann schon ohne Normalverteilung bewiesen werden. Schwieriger ist die
Dimensionsstabilitét.

Ein besonders herausforderndes Problem ist die Ubertragung der Statis-
tik auf Range. Bei komponentenweiser Rangvergabe entstiinde eine hochdi-
mensional besser anwendbare Version des nichtparametrischen, multivariaten
Tests aus |[I0]. Bei Rangvergabe iiber alle Werte ergébe sich ein nichtparame-
trischer Test fiir longitudinale Daten. Da die Rénge stets abhéngig vonein-
ander sind, die Erwartungstreue der Spurschéatzer aber Unabhéngigkeit der
Beobachtungsvektoren voraussetzt, miissen entweder die Schétzer grundle-
gend modifiziert werden oder gezeigt werden, dass die Abhéngigkeit keinen

allzu schidlichen Einfluss auf das Endergebnis hat.
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A Anhang

A.1 Benutzte Satze

Theorem A.1. (Rang der empirischen Kovarianzmatriz) Seien Y1,..., Y,
unabhdngig identisch multivariat normalverteilt mit Kovarianzmatric V. =

Cov(Yy). Dann gilt fir die empirische Kovarianzmatrix

n

V=mn-1)"Y (v,-Y)(Y,-Y)

k=1
fast sicher rg (V) = min (rgV,n).
Beweis. Siehe [22] S. 82. O

Theorem A.2. (Satz von CRAIG und SAKAMOTO) Sei Y ~ N (u,X) ,
und seien A und B symmetrisch positiv semidefinit. Dann sind Y'AY und
Y'BY unabhingig, falls BXA = 0 ist.

Theorem A.3. (Reprisentationstheorem) Sei A symmetrisch und Y € R?
mit EY = 0 und Cov(Y) = ¥ mit rg® = r < d und ¥. Dann gibt es
Z e R mit EZ =0 und Cov(Z) = 1,4, so dass

d
Y'AY =) \Z
7=1

gilt und N\; die Eigenwerte von AX sind. Insbesondere ist Z; ~ X3, falls
Y ~N(0,%).

Theorem A.4. (Satz von Slutsky)

1. Die Folge von Zufallsvektoren (Y),_, . mit Y € R? konvergiere

77777

stochstisch gegen Y, € R? und f sei eine in Y stetige Abbildung.
Dann konvergiert auch f (Y) stochastisch gegen f(Y).
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2. Sei Y, eine Folge von Zufallsvektoren, die in Verteilung gegen Yo ~
F () konvergiert und sei f eine F-fast {iberall stetige Abbildung. Dann
konvergiert auch f (Y%) in Verteilung gegen f (Y ).

Theorem A.5. (Satz von der Singulirwertzerlegung) Sei A € R**. Dann
gibt es Q, € Oy und Q, € O,, so dass A = Q,DQ, und D eine Matriz nur

mat Diagonaleintrdgen ist.

Beweis. Siehe [14], S. 147. O

A.2 Berechnung der Spurschatzer
A.2.1 Die Terme BF), B§2) und

Es sei an die Konvention erinnert, dass die Indices k, [, s und t paarweise ver-
/
schieden sein sollen. Weiterhin sei vereinbart, dass M; = ( Yy ... Y, >
die n; x d-Datenmatrix der Stichprobe i bezeichnen soll.
Ausmultiplizieren der A,(fl) ergibt die Eintrage der Matrix
Ki=Y,Ys—2Y,Yu+ YY) 1 = (AEL)) :
e ¢ tu=1,...,n;

die aus M; M, mit der Auswahl des Vektors m; ihrer Diagonaleintriage (SAS-

Funktion vecdiag) erzeugt werden kann:

Als Grundlage fiir By) kann (1;111(}1”1.)2 benutzt werden. In (1;”Ki1ni)2 =

Uz
tu,v,w=1

Ag}A% sind nun die Félle zu viel, wo einer der Indices mit einem
anderen iibereinstimmt. Man kann alle A,EZ) AW mit t = v, u = w, t = w oder
u = v abziehen, wenn man 41;“K,~Ki1m. subtrahiert. Dadurch hat man
aber Terme der Art AE;’B A&) zweimal zu viel abgezogen. Thre Summe kann

man durch K;#K,;, d. h. durch komponentenweise Matrixmultiplikation,

darstellen. Die Berechnungsformel lautet also

BY = 1 (1K) =41, KK, + 2 K #K )

T 4Ani(ni—1)(n;—2)(n;—3
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C7 kann mit den empirischen Kovarianzmatrizen ausgerechnet werden.

Unter Verwendung der Notation [@ kann man nédmlich schreiben:

YT (((ex —e) (e — €)) @ 1) Th,ay;
= (Y- YY) T(Yy—Yy) =AY

Wenn man _,,_, (e, — €;) (er. — €)' = 2n,; P, einsieht und sich an Glei-

chung (B) auf S.P3 erinnert,

ni ng
— 1 (1) 2
k,l k'
= m (y/z ;Lid (P, ® 1) Tn,-dyz-) (y§ ;Z,d (P, ®1,) Tnidyi)
(20)

= Spf]l . SPSQ

Man sieht dabei nebenbei auch, dass SpTﬁ]Z- = m Zzl Agl) gilt. Das
Bestreben, B(()A) aus Statistik (I8) durch entsprechende quadratische Formen
fiir ungleiche Kovarianzmatrizen und Stichprobenumféinge zu ersetzen, hat
also zwangslaufig zur Spur der empirischen Kovarianzmatrix gefiihrt. Diese
wiederum hat die Ausnutzung des Satzes von Craig und Sakamoto moglich

gemacht.

Der Berechnung von C; durch 3, und 3, ist die Berechnung durch

1

Cl - 4n1 (n1 — ].) (%) (TLQ — 1) (

1, Ki1,,) (1,,K>1,,)

vorzuziehen, da die K; im Programm ohnehin ausgerechnet werden.

A.2.2 Die Terme Bgl), B§2) und C,

Die Bilinearformen A,(C?Ts kénnen ausmultipliziert werden.
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A= (Yo=Y (Vi — Yy
= Y;]ngr - Y;k;st - Yleir + Y;lYis

Wird dieser Ausdruck quadriert, ergeben sich genau 16 Terme der Form
Y. Y:.Y' Y, Terme, bei denen ein Index genau doppelt vorkommt —etwa
t = v oder u = w—, werden subtrahiert, wiahrend Terme mit verschiede-
nen Indices oder mit zwei Paaren identischer Indices addiert werden. Nun
werden die Terme mit denselben Indexwiederholungen iiber alle Summati-
onsindices hinweg zusammengefasst. Es wird dabei nur tiber verschiedene
Indices k,[,r, s aufsummiert. Man kénnte auch £ = [ und r = s zulassen,
weil die Bilinearformen dann sowieso verschwinden, aber die Abzdhlung und

die Zwischenergebnisse wiirden komplizierter werden.

In 4n; (n; — 1) (n; — 2) (n; — 3) Summanden kommen die Indexpermuta-
tionen des Typs (Y, Y;,)” vor, von denen natiirlich nur n; (n; — 1) nicht
identisch sind. Von den Typen Y, Y ;Y Y und Y, Y, Y Y, kommen
insgesamt 8n; (n; — 1) (n; — 2) (n; — 3) Summanden vor, von denen wieder-
um n; (n; — 1) (n; — 2) nicht identisch sind. Vom Typ Y, Y, Y} Y, sind es

4n; (n; — 1) (n; — 2) (n; — 3) Summanden.

Mit A? := (M ;M) # (J,,, — I,,,) ist die Summe aller (Y, Y;,)” somit

7 . 2 i 2
BY =4 Y (YiYu)=4(ni—2)(ni—3)Y (YY)
ks versch. k#r

=4(n; —2) (n; — 3) 1), (AJ#A)) 1,

Als Summe aller Terme der Art Y, Y, Y, Y, und Y. Y ;. Y,Y, ge

schrieben ist
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BY =4 > YLRY,Y,Y.+4 ) YLY,Y,Y,
ks versch. ks versch.

/ /
ks versch.

=8(ni—3) Y  YLY,Y,Y,
k#r#s#k

=8 (n; — 3) i: Y, YuyY, Y — i: Y, Yi Y, Y,
ks kot

8 (ni —3) [1;, (A7~ A7) 1, — Sp (47 - A7)]

8 (ni = 3) [1, (A7 - A7) 1, - 1, (A7#A) 1, ]

8(n; —3) 1, ((AY- AD) # (Ju, — L)) L,

Komplizierter ist die Summe der Y7, Y, Y, Y .

Bg? = i: Y Y Y, Y
ks versch.
= > YLY,YY —2) (YiY,) -4 > YLY,Y,Y,
k#rl#s k#r k#r#s#k

Bg) berechnet sich damit durch

By) — By + By

(6 _
By = ni (n; — 1) (n; — 2) (n; — 3)

C5 konnte am einfachsten durch Sp (Vl Vg) berechnet werden verméoge

der folgenden Umformungen:
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ni ni n2  n2

Cy = 4n1n2(n1£1)(n2—1) Z Z Z Z ((Xll o Xlk’)/ <X2j - XQI))2

i=1 k=1 j=1 I=1

ny ni N2 N9

= mm(m,ll)(m,l) Z Z Z Z (X/2th' - X/2jX1k) (X/Qj-Xli - X/2[X1i)

i=1 k=1 j=1 I=1

ny ng

= 1 o 1)ZZX (X1 — X1.) (Xo _y?)/xu (21)
=1 j5=1
- e /
= e Xy (X=X (- X) X
i=1,...,n1 1=1,...,n1

SpMsM' P, M,M,P,,

= - 1) na—1)

= G SPM P,y M M), P,,, M

(n1—1)(n2—1)

= SpV1V2

Technisch ist es aber gilinstiger, nicht mit den empirischen Kovarianz-
matrizen zu rechnen, sondern lieber den Ansatz fiir die Berechnung von B,
zu ibertragen. Anstatt mit d x d-Matrizen wird auf diese Weise nur mit
ny X no-Matrizen gearbeitet, was im hochdimensionalen Fall viel Speicher
spart. Analog zum Verfahren bei B fasst Cy; die Quadrate der Bilinear-
formen zusammen, Cy und Cys fassen die Terme zusammen, bei denen ein
Index aus der ersten bzw. zweiten Stichprobe wiederholt wird und die sub-
trahiert werden, und Cyy vereinigt die Terme mit vier verschiedenen Indices.
Ausgangspunkt ist hierbei Aj; = MMy, die Matrix der Skalarprodukte

von Beobachtungsvektoren jeweils beider Stichproben.

ny n2

021 = (n1 — 1 712 — 1 Z YllkYQT

k=1 r=1

=(n1—1)(ne — 1)1, (An#Ap) 1,

niy n2

022 == ’I’L1 —1 ZZY kYQTYllkYZS
k=1 r#s
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ni n2 n1  n2
=(m —1) (Z SN VYLY LYY ) > (Y/uszr)2>

k=1 r,;s=1 k=1 r=1

= (nm —1)(1,A% - Aiply, — 1, (Ap#An)1,,)

Vertauscht man in Cy, die Rollen der Stichproben, erhalt man Cys:

023 = (n2 - 1) (1;11412 : A/121n1 - 1;1 (A12#A12) 1n2>

ni  n2

024 - Z Z YllkYQTY/”YQS
k#l s#r
nl ni no
- Z Z Y Y2 Y Yo — Z Z Y ,.Y2Y Yo
kl=1rs=1 Pl
niy n2 ne s
B Z Z YllkYQTY/llY%" + Z Z <Y/1kY27")2
kil 7 . -

2
= (1, Apl,,) =1, Ap- AL, — 1) AL AL, + 1), (Ap#An) 1,

Mit diesen Termen erhélt man Cy durch

(Ca1 — Cag — Cag + Cy)

1 (n1 — 1) %) (TZQ — ].) ’

Cy =

A.3 Makro F1-HD-F1

Hier ist der Quellcode des Makros F1-HD-F1. Das Makro F1-HD-F2 un-
terscheidet davon sich lediglich im Einlesen der Daten, in der Berechnung
der Hypothesen und in der Ausgabe. Das zentrale Modul box ist bei beiden
Makros identisch.

Y%macro f1_hd_f1(data=,
VAR=,

Subplot=,

Subject=,
Wholeplot=,);
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Zunéachst werden die Daten sortiert:

proc sort data=&data;

by &Wholeplot &Subject &Subplot;

run;

proc iml;

start box(X1,X2, Qf,ndf,ddf,p);

ni=nrow(X1);

n2=nrow(X2) ;

d=ncol(X1);

Auswahl1=J(nl1,n1,1)-I(nl);

Auswahl2=J(n2,n2,1)-I(n2);

Pn1=I(n1)-J(nl,n1,1/n1);

Pn2=I(n2)-J(n2,n2,1/n2);

trVi=trace(Pn1*X1*X1¢*Pnl);

trV2=trace (Pn2*X2*X2‘*Pn2) ;

sumtr=trVi+trV2;

if sumtr=0 then print "Warning: No variance found. Testing is
neither possible nor necessary.";

BO=trV1/((n1-1)*n1)+trV2/((n2-1)*n2) ;

A1=X1%X1¢;

A2=X2%X2°;

A12=X1%X2¢;

Schétzer fiir Sp*3:

Kl=vecdiag(A1)*J(1,n1,1)+J(n1,1,1)*(vecdiag(Al)) ‘-2%A1;
B1_1=((sum(K1))**2-4*sum(K1*K1)+2*sum(K1#K1))
/(4xn1*(n1-1)*(n1-2)*(n1-3));
K2=vecdiag(A2)*J(1,n2,1)+J(n2,1,1)*(vecdiag(A2)) ‘-2*A2;
B1_2=((sum(K2) ) **2-4*sum (K2*K2) +2*sum (K2#K2) )
/ (4xn2% (n2-1)*(n2-2)*(n2-3)) ;
Cl=sum(K1)*sum(K2)/ (4*nl1*(n1-1)*n2*(n2-1));
B1=B1_1/(n1*%2)+2*C1/(n1*n2)+B1_2/(n2%*2) ;
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Schitzer fiir SpX%:

ANullil=A1#Auswahll;
B211=(n1-2)*(n1-3) *sum(ANull1#ANulll);
B212=2*(n1-3)*sum( (ANull1*ANulll)#Auswahll);
B213=((sum(ANulll))**2-2*sum(ANull1#ANulll)
-4xsum( (ANulll*ANulll)#Auswahll));
B2_1=(B211-B212+B213) /(n1*(n1-1)*(n1-2)*(n1-3));
ANull2=A2#Auswahl?2;
B221=4*(n2-2)*(n2-3) *sum (ANull2#ANull2) ;
B222=8* (n2-3) *sum( (ANull2*ANull2)#Auswahl?2) ;
B223=4*( (sum(ANull2))**2-2*sum(ANull2#ANull2)
-4xsum( (ANull2*xANull2)#Auswahl2));
B2_2=(B221-B222+B223) / (4*n2* (n2-1) * (n2-2) *(n2-3)) ;
C21=(n1-1)*(n2-1) *sum(A12#A12) ;
022=(n1-1)*(sum(A12°¢*A12) -sum(A12#A12)) ;
C23=(n2-1) *(sum(A12*%A12¢) -sum(A12#A12));
C24=(sum(A12) ) **2-sum(A12*A12¢) -sum(A12°‘*A12) +sum (A12#A12) ;
C2=(C21-C22-C23+C24) /(n1*(n1-1)*n2*(n2-1));
B2c=B2_1/(n1**2)+2%C2/(n1*n2)+B2_2/ (n2**2) ;
B2d=B2_1/(n1**2*(n1-1))+B2_2/ (n2**2* (n2-1));

Zusammensetzen der Freiheitsgrade und Ausrechnen der ANOVA-Typ-Statistik:

ndf=B1/B2c;

ddf=B1/B2d;

XQuer1=X1[:,];

XQuer2=X2[:,];

XQuer=XQuer1-XQuer2;

QF=XQuer*XQuer‘/BO;

p=1-probf (QF ,ndf ,ddf) ;

finish box;

print "F1-HD-F1 --- high-dimensional Split-Plot",
"Subject (Group) x Time",

"Random effect: Subject; Fixed effects: Group, Time";

print ’SAS-datafile-name: ’ "&data" ,
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’Response variable: ’ "&var"
USE &data;

b

Variable fiir die Stichproben einlesen und warnen, wenn nicht genau zwei

Stichproben vorhanden sind:

READ ALL VAR{&Wholeplot} INTO FaktA;
lev_a=unique(FaktA);
a=ncol(lev_a); *es sollte a=2 sein;

if a”=2 then print "Warning: Statistic can only use two samples.";
Einlesen der Faktorstufen des Sub-plot-Faktors:

READ ALL VAR{&Subplot} INTO FaktB;
lev_b=unique(FaktB);
d=ncol(lev_b);

Hier werden die Nummern der Versuchseinheiten und Sup-plot-Faktorstufen
eingelesen und fiir den Fall zu geringer Stichprobenumfénge das Programm

mit einer Fehlermeldung abgebrochen:

READ ALL VAR{&Subject} INTO FaktCl where(&Wholeplot=(lev_a[1]));

READ ALL VAR{&Subject} INTO FaktC2 where(&Wholeplot=(lev_a[2]));

lev_cl=unique(FaktC1);

lev_c2=unique (FaktC2) ;

nl=ncol(lev_cl);

n2=ncol(lev_c2);

call symput(’ssnl’,left(char(nl)));

call symput(’ssn2’,left(char(n2)));

%if %heval(&ssni<4 | &ssn2<4) Y%then Y%do;

%put %str(Error: At least 4 individuals in each sample
required.);

Y%abort;

%end;

if type(lev_a)="N" then print ((lev_a[1]l//lev_a[2])]]|
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(n1//n2)) [rowname={"First","Second"} colname
={"Group Name","sample size"} label="Samples used"];
if type(lev_a)="C" then print ((lev_a[1]//lev_a[2])]]|
(char(nl)//char(n2))) [rowname={"First","Second"} colname
={"Group Name","sample size"} label="Samples used"];
READ ALL VAR{&VAR} INTO wertel where(&wholeplot=(lev_a[1]));
READ ALL VAR{&VAR} INTO werte2 where(&wholeplot=(lev_a[2]));
CLOSE &data;

Eine Warnung, wenn nicht in jeder Stichprobe exakt n;d Beobachtungen sind:

if (nrow(wertel) ~=nl*d) | (nrow(werte2) ~=n2+*d) then print
"Warning: Dataset contains missing or dublicate Values.";
print ({&Subplot}| | (char(ncol(lev_b)))) [colname
={"Factor name" "levels"} label="Subplot factor"];

Werte jeder Stichprobe in n; x d-Matrixform bringen:

Ximat = (shape(wertel,nl,d));
X2mat = (shape(werte2,n2,d));
Erg=J(3,4,0);

colnameErg={"Qf","ndf","ddf","Pr > F"};

rownameErg={"&Wholeplot" "&Subplot"}||concat("&Wholeplot",
"x" "&Subplot") ;

qf=0;

ndf=0;

ddf=0;

p=0;

Haupteffekt A — Hypothesenmatrix ist d='J gy q4:

X1matA=X1mat*J(d,1,1/d);
X2matA=X2mat*J(d,1,1/d);
run box(XlmatA,X2matA, qf,ndf,ddf,p);
Ergl[1,]=qf| Indf||ddf||p;
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Haupteffekt B — der Operator ,,.” ist schneller als Multiplikation mit Pyg:

XimatB = Ximat-Ximat[,:]1*J(1,d,1);
X2matB = X2mat[,:]1*J(1,d,1)-X2mat;
run box(XlmatB,X2matB, qf,ndf,ddf,p);
Ergl[2,]=qf| Indf| |ddf| |p;

Wechselwirkung AB:

X2matAB=-X2matB;
run box(X1matB,X2matAB, qf,ndf,ddf,p);
Erg[3,]=qf| Indf||ddf||p;

Ausgabe der Ergebnistabelle:

print Erglcolname=colnameErg rowname=rownameErg label
=’F-Approximation’ format=6.4];
%mend f1_hd_f1;



LITERATUR 75

Literatur

1

2|

13l

4]

5]

(6]

7]

8]

Analysis of high-dimensional repeated measures designs: The one sample
case. In: Computational Statistics and Data Analysis 53 (2008), Nr. 2,
S. 416 — 427

AHMAD, Muhammad R.: Analysis of High Dimensional Repeated Mea-
sures Designs: The One- and Two-sample Test Statistics, Georg-August-

Universitiat zu Gottingen, Dissertation, 2008

ALDWORTH, Jeremy ; HOFFMAN, Wherly P.: Split-plot model with
covariate: a cautionary tale. In: Amer. Statist. 56 (2002), Nr. 4, S. 284~
289

BAI1, Zhidong ; SARANADASA, Hewa: Effect of high dimension: by an

example of a two sample problem. In: Statist. Sinica 6 (1996), Nr. 2,
S. 311-329

Box, George E. P.: Some theorems on quadratic forms applied in the
study of analysis of variance problems. I. Effect of inequality of variance
in the one-way classification. In: Ann. Math. Statistics 25 (1954), S. 290
302

Box, George E. P.: Some theorems on quadratic forms applied in the
study of analysis of variance problems. I1. Effects of inequality of varian-
ce and of correlation between errors in the two-way classification. In:
Ann. Math. Statistics 25 (1954), S. 484-498

BOYSEN, Leif: Analyse von intra-individuellen Effekten bei longitudina-
len Daten, Inst. fiir Mathematische Stochastik, Universitat Gottingen,
Diplomarbeit, 2002

BRUNNER, Edgar ; DETTE, Holger ; MUNK, Axel: Box-type approxi-

mations in nonparametric factorial designs. In: J. Amer. Statist. Assoc.
92 (1997), Nr. 440, S. 1494-1502



76 LITERATUR

[9] BRUNNER, Edgar ; DOMHOF, Sebastian ; LANGER, Frank: Nonparame-
tric analysis of longitudinal data in factorial experiments. New York :
Wiley-Interscience [John Wiley & Sons|, 2002 (Wiley Series in Proba-
bility and Statistics)

[10] BRUNNER, Edgar ; MUNZEL, Ullrich ; PURI, Madan L.: The multivariate
nonparametric Behrens-Fisher problem. In: J. Statist. Plann. Inference
108 (2002), Nr. 1-2, S. 37-53. — C. R. Rao 80th birthday felicitation

volume, Part II

[11] CASELLA, George ; BERGER, Roger L.: Statistical inference. Pacific
Grove, CA : Wadsworth & Brooks/Cole Advanced Books & Software,
1990 (The Wadsworth & Brooks/Cole Statistics/Probability Series)

[12] DEMPSTER, Arthur P.: A high dimensional two sample significance test.
In: Ann. Math. Statist. 29 (1958), S. 995-1010

[13] DEMPSTER, Arthur P.: A significance test for the separation of two
highly multivariate small samples. In: Biometrics 16 (1960), S. 41-50

[14] DEUFLHARD, Peter ; HOHMANN, Andreas: Numerische Mathematik. 1.
Third. Berlin : Walter de Gruyter & Co., 2002 (de Gruyter Lehrbuch.
[de Gruyter Textbook]). — Eine algorithmisch orientierte Einfiihrung.

[An algorithmically oriented introduction|

[15] FISCHER, Gerd: Grundkurs Mathematik [Foundational Course in Ma-
thematics/. Bd. 17: Lineare Algebra. Fifth. Braunschweig : Friedr. Vieweg
& Sohn, 1979. — In collaboration with Richard Schimpl

[16] GEISSER, Seymour ; GREENHOUSE, Samuel W.: An extension of Box’s

results on the use of the F' distribution in multivariate analysis. In: Ann.
Math. Statist. 29 (1958), S. 885-891

[17] GREENHOUSE, Samuel W. ; GEISSER, Seymour: On methods in the
analysis of profile data. In: Psychometrika 24 (1959), S. 95-112

[18] HOTELLING, H.: The generalization of Student’s ratio. In: Ann. Math.
Statistics 2 (1931), S. 360-378



LITERATUR 77

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

KRISHNAMOORTHY, K. ; YU, Jianqi: Modified Nel and van der Merwe

test for the multivariate Behrens-Fisher problem. In: Statist. Probab.
Lett. 66 (2004), Nr. 2, S. 161-169

LEHMANN, Erich L.: Testing statistical hypotheses. John Wiley & Sons
Inc., 1959

MATHAI, A. M. ; PROVOST, Serge B.: Statistics: Textbooks and Mo-
nographs. Bd. 126: Quadratic forms in random variables. New York :

Marcel Dekker Inc., 1992. — Theory and applications

MUIRHEAD, Robb J.: Aspects of multivariate statistical theory. New
York : John Wiley & Sons Inc., 1982. — Wiley Series in Probability and
Mathematical Statistics

NIEDOKOS, Edward: On mathematical models of split-plot design. In:
Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska Sect. A 18 (1964), S. 123-136
(1967)

PoTTHOFF, Richard F. ; ROy, S. N.: A generalized multivariate ana-

lysis of variance model useful especially for growth curve problems. In:
Biometrika 51 (1964), S. 313-326

ROEBRUCK, P.: Canonical forms and tests of hypotheses. I. The general
univariate mixed model. In: Statist. Neerlandica 36 (1982), Nr. 2, S. 63—
74

SATTERTHWAITE, Franklin E.: Synthesis of variance. In: Psychometrika
6 (1941), S. 309-316

SCHEFFE, Henry: The analysis of variance. New York : John Wiley &
Sons Inc., 1999 (Wiley Classics Library). — Reprint of the 1959 original,
A Wiley Publication in Mathematical Statistics

SRIVASTAVA, Muni S. ; DU, Meng: A test for the mean vector with fewer
observations than the dimension. In: J. Multivariate Anal. 99 (2008),
Nr. 3, S. 386-402



78 LITERATUR

[29] SRIVASTAVA, Muni S. ; FUJIKOSHI, Yasunori: Multivariate analysis of

variance with fewer observations than the dimension. In: J. Multivariate
Anal. 97 (2006), Nr. 9, S. 1927-1940

[30] STEPNIAK, Czestaw: Simultaneous canonization of linear models. In:
Comm. Statist. Theory Methods 36 (2007), Nr. 13-16, S. 2405-2412

[31] WERNER, Carola:  Dimensionsstabile Approzimation fir Verteilun-
gen von zufilligen quadratischen Formen im Repeated-Measures-Design,
Inst. fiir Mathematische Stochastik, Universitit Gottingen, Diplomar-
beit, 2002

[32] ZHANG, Fuzhen: Matriz theory. New York : Springer-Verlag, 1999 (Uni-

versitext). — Basic results and techniques



	Einleitung
	Notation
	Das Testproblem
	Modelle und Hypothesen
	Schätzung von vielen Varianzkomponenten
	Multivariates Modell
	Konkurrierende Invarianzeigenschaften hochdimensionaler Tests

	Ansätze für Teststatistiken
	Nachteile bekannter Statistiken
	Anova-Typ-Statistik
	Zwei Stichproben
	Eine Stichprobe


	Betrachtung bisheriger Arbeiten
	Approximation und Versuche zur Freiheitsgradschätzung
	Dimensionsstabile Lösung

	Spur- und Freiheitsgradschätzer
	Grundsätzliche Lemmata
	Spurschätzer
	Zusammensetzen der Summe
	Zusammensetzen des Quotienten

	Simulationen
	Eine Stichprobe
	Zwei Stichproben
	Ungleiche Kovarianzmatrizen und Stichprobenumfänge
	Gleiche Stichprobenumfänge oder Kovarianzmatrizen

	Güte der Teststatistik

	Makros
	Benutzerschnittstelle
	Rechnerische Details

	Anwendungsbeispiel
	Zusammenfassung und Ausblick
	Anhang
	Benutzte Sätze
	Berechnung der Spurschätzer
	Die Terme B1(1), B1(2) und C1
	Die Terme B2(1), B2(2) und C2

	Makro F1-HD-F1

	Literatur

