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Statistiken sind wie Zahlengebaude.

Sollen sie gut sein, brauchen sie - wie gute Hauser - ein solides Fundament,

klare Konturen und den Beweis, daf3 sie im Wandel der Zeiten ihren Wert behalten.
Es gibt aber auch schlechte Statistiken. Sie fallen zusammen wie Kartenh&user.!

Ipaul Schnitker (*1927), dt. Unternehmer, 1973-88 Pras. Zentralverband d. Dt. Handwerks 285
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Auswertung von Datearatie dichotome Mes-
sungen (sogenann{®, 1}-Daten) enthalten. Dichotome Daten sind Klassierungsvariablen, die in
nur zwei moglichen Auspragungen auftreten konnen. Beispiele fle dies Indikatoren fir das
Geschlecht oder Nebenwirkungen (JA/Nein). Aufgrund ihrer elmdacStruktur tauchen Binarva-
riablen in nahezu jeder klinischen Studie auf.

Eine vollstdndige Analyse eines Datensatzes verlangt neben den kiassiBestverfahren zur
Uberpriifung auf statistische Signifikanz auch die Angabe von Kordidtvallen. Ein Kon-
fidenzintervall zeigt mehr Informationen auf als der sogenannte p-Wigtriyvelchem Testent-
scheidungen getroffen werden kénnen. Schlussfolgerungereausterpretation von Konfidenz-
intervallen kdnnen verfalscht sein, wenn das verwendete Inteniak kgiten Eigenschaften hat.
Bekannte Grof3en fur die Beschaffenheit von Konfidenzintervallesh ziB. die Lange oder die
Coverage-Probabilifyeines Konfidenzintervalls. Die Coverage-Probability eines Intervalls zum
Niveaua sollte bei einer minimalen Lange maoglichst{Ix) betragen.

Eines der ersten berechneten Konfidenzintervalle fiir einen unbekaRarameter ist das soge-
nannte Wald-Konfidenzintervall fir eine Erfolgswahrscheinlichkegfl.(vapLAce (1812) [17]),
welches aus der Invertierung eines Wald-Tests entsteht. Der Vortesl Wakel-Tests ist, dass die
asymptotische Verteilung der Prifgro3e bekannt ist. Die Verteilung distadistik konvergiert al-
lerdings nur sehr langsam gegen die Grenzverteilung, was bedestetietalest fir geringe Stich-
probenumfange nicht das Niveau einhélt. Die Coverage-Probabilitydkt-Konfidenzintervalle
ist demnach sehr gering. Weitere Konfidenzintervalle, die mit einem deuthicbrbn Program-
mieraufwand verbunden sind, sind invertierte Score-Tests. Der ev&riénte Score-Test eines
verbundenen Zweistichprobenproblems wurde in der Arbeit Momso (1998) [26] veroffent-
licht.

Im Einstichprobenproblem ist das Wilson-Intervall als invertierter Sdest bekannt. Interpre-
tiert man den Mittelpunkt eines Konfidenzintervalls als Punktschéatzer fuludbekannten Para-
meter, dann zeigt sich, dass das Wilson-Intervall einen Schéatzer finatlie Erfolgswahrschein-
lichkeit verwendet, der sich approximativ aus der gewdhnlichen refati@ufigkeit und einer
bestimmten imagindren Anzahl an zusatzlichen Erfolgen und Misserfolgamunensetzt.
AGRESTI UndCoulLL (1998) [17] konstruierten aus diesem Schétzer ein neues Intervamisie
diesen Schatzer in die einfache Formel zur Berechnung des Walddkonintervalls einsetzten
und damit ein sehr gutes Intervall erhielten. Die Grundidee, die Schairem dnaginare Beob-
achtungen zu verandern und diese in die Wald-Gleichungen einzusetzele auch auf verbun-
dene und unverbundene Zweistichproben tbertragen. Auch hierzdigse Intervalle sehr gute
Eigenschaften. Die Agresti-Konfidenzintervalle sind nicht schwerdserechnen als die Wald-
Intervalle und damit sogar in Grundvorlesungen Uber Statistik mit in denstafhintegrierbar.
GrofRRe Nachteile dieser Intervalle liegen darin, dass diese nicht besdialtend sind und sich
die Konstruktion nur im Einstichprobenproblem analytisch begriinden IBgs Herleitung der

1Uberdeckungswahrscheinlichkeit



1 Einleitung

Agresti-Intervalle fir zwei Stichproben erfolgt mit einem heuristischerfahren und lasst sich
somit nicht auf mehrfaktorielle Anlagen Ubertragen. Ebenso gibt esdiineertierten Score-Tests
kein einheitliches Muster um diese Intervalle zu berechnen. Die Beraghiolgt einem iterati-
vem Algorithmus und ist somit ohne unterstitzenden Computer kaum mdaglich.

Das Ziel dieser Arbeit soll sein, ein Verfahren zu konstruieren, mitkesttsich 'gute’ und vor al-
lem einfach zu berechnende Konfidenzintervalle fir Linearkombinativoe Erfolgswahrschein-
lichkeiten berechnen lassen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Der Aufbau der Arbeit gliedert sich wie folgt:

Die Bewertung und Herleitung der Konfidenzintervalle zu einer und zediundenen bzw. un-
verbundenen Stichproben wird in je einem Kapitel vorgenommen. Die Mafband deren die
Statistiken bewertet werden, werden dazu in jedem Kapitel vorgestelkngatert. Die neu defi-
nierten MafR3e zur Konservativitat und Anti-Konservativitat werderaalieh anhand einer Grafik
genau erklart. AnschlieBend werden die bisher bekannten Statistiken mitedehergeleiteten
Verfahren verglichen.

Als weitere Motivation zur Theorie und Analyse von dichotomen Daten wirdkieimes Beispiel
herangezogen und ausgewertet.

Weiterhin entstanden bei der Anfertigung der Arbeit zahlreiche Anegardgramme in R und in
SAS-IML. Fur alle in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren sind dahekids erstellt, die jeweils
die Grenzen der Intervalle bzw. a-priori- oder a-posteriori-MaRgégrebene Beobachtungen be-
rechnen. Exemplarisch sind Quellcodes in der Arbeit und im Anhandadtdge



2 Vorstellung der Beispiele

2.1 Brustkrebs Diagnosestudie

 Als Motivation zur Theorie dichotomer Daten soll ein kleines Beispiel diedeeih begin-
nen.
Es handelt sich dabei um eine Brustkrebs Diagnosestudie mit verbem&eichproben.
In dem kleinen Ausschnitt aus dieser Studie soll es darum gehen, died3agines er-
fahrenen Radiologen mit einer computerunterstitzten Diagnose (CARXrgleichen. Das
Ziel soll sein, die Sensitivitaten

T = P(X = 'Krank’|D*"), wobei i=Radiologe oder CAD gilt,

zu bewerten und zu vergleichen. Die Sensitivitat bezeichnet die Wadindichkeit daftir,
dass wirklich kranke Patientinnen auch als krank diagnostiziert werden.
Insgesamt nahmen 226 durch Biopsie gesichert kranke Patientinnégsan Studie teil.

 Die folgende 4-Felder-Tafel zeigt den Ausgang dieser Studie. Digsiiaierung der Kran-
ken erfolgte durch eine Eins, die der Gesunden durch eine Nulk(arik’ und 0="gesund’).

Radiologe (2)

| [ 0o 1 | Total

CAD() [0][33 44 77
1| 7 142]| 149

[ Total | ][40 186] 226 |

» Verwendet man die gewdhnlichen relativen Haufigkeiten als Schateelidisensitivitat,
dann ergeben sich folgende geschatzte Sensitivitaten:
. 149 186

« An diesem Punkt trifft man auf weitere Aufgaben:

— Teste die Nullhypothesdg : Th = T, mit einem guten Test im Bezug auf Niveau und
Power.

— Berechne mdglichst einfache Konfidenzintervalle mit guten Eigenschtiftem , 1o
undty — Th.
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3 Definitionen, Satze und Notationen

3.1 Grundlagen

Die Operatoreti (-), Var(-) seien der Erwartungswert bzw. die Varianz einer Verteilung. Die Ko-
varianz von Zufallsvariablen s€iov(-,-).

Die AbbildungP : Q — [0,1] sei ein WahrscheinlichkeitsmaR, welches die Axiome von Kolmo-
gorow erfillt. Die Erfolgswahrscheinlichkeit einer Bernoulliverteiluegs

Begriffe aus der Analysis
Matrizen und Vektoren werden stéést geschrieben. Eine Matri& € RP*9 hat dabei fol-
gende Gestalt:

a1 ... Quq
A= Lo e RPX9.
Die Matrix At € R9P heif3t die zUA transponierte Matrix.

Besondere Matrizen sind Projektoren. Diese sind idempotent und symrekEiadrojek-
tor ist die MatrixP, definiert durch

1
Pa - Ia* a\]a € Raxa.

Die Matrizenl| bzw. J kennzeichnen die Einheitsmatrix bzw. die 'J-Matrix’, welche nur
Einsen enthalt.

Definition 3.1.1 (GRADIENT)
Die Abbildung f: RY — R sei differenzierbar und es gelte= (xq,...,%q). Der Vektor

d d d t
/ = — = _— e
f(x)fdxf(x) <6x1f(x)""’6xdf(x)>
heil3t Gradient von f.

Definition 3.1.2 (JACOBI-MATRIX)
Die Abbildungg : RY — R sei differenzierbar und es gelte= (g1, .. ., gk)t. Die Matrix

o (A (e e
ax 9 d . o 2 g
4 g,(x) 20X e 2 gk(X)

heil3t Jacobi-Matrix vo.

Begriffe aus der elementaren Statistik



3 Definitionen, Satze und Notationen

Definition 3.1.3 (KONFIDENZINTERVALL FUR ERFOLGSWAHRSCHEINLICHKEIT)
EsseienX,..., X, ~ B(m) und X=3_, X ~ BIN(n,m). ¢(X) und O(X) seien zwei Stati-
stiken. Das IntervallK 1(X) = [U(X), O(X)] heil3t zweiseitiges Konfidenzintervall mit Kon-

fidenznivead — a, fallsvVa € (0, 1) gilt:

P(U(X) <1< O(X)) = 1—a. (3.1)

* Begriffe aus der Mathematischen/ Asymptotischen Statisti k
Den Grundbaustein dieser Arbeit liefern Grenzwertsatze und Koexzem.

Definition 3.1.4 (VERTEILUNGSKONVERGENZ)
Eine Folge von Zufallsvektoren, konvergiert in Verteilung gegen einen Zufallsveldanit
Verteilungsfunktion Fz), falls

lim P(Y,<z)=F(z)

n—oo

fur jeden Stetigkeitspunktgilt.

Schreibweise:
Yn5Z~F(z), (n— o).

Definition 3.1.5 (KONVERGENZ IN WAHRSCHEINLICHKEIT)
Y konvergiert in Wahrscheinlichkeit geg&n Y, A Z, fallsv € > 0 gilt:

P([Yn—2Z|>¢€)—0, n—oo.

3.2 Notationen

In der Arbeit werden primar bedingte Erwartungswerte berechneteBiesdeutet, dass Erwar-
tungswerte von Zufallsvariablen unter der Voraussetzung berewalarden, dass bestimmte Pa-
rameter bekannt sind. Gekennzeichnet werden diese Parameterizés Itich Verlauf der Arbeit
wird, um Unverstéandnissen vorzubeugen, haufiger auf diese @eleid hingewiesen. Mi3ver-
standnisse kdnnen durch diese Notation eigentlich nicht entstehen.



3.3 Numerische Integration

3.3 Numerische Integration

Fast alle in dieser Arbeit gewonnenen Resultate sind Ergebnisse numeeflisiegrationen.
Numerische Integration findet da Anwendung, wo Funktionen nicht el@mnertegrierbar sind.
Die Grundidee dabei ist, den Integranden hinreichend genau dunitiiuen zu approximieren,
die sich leicht elementar integrieren lassen.

Verschiedene Ansatze zur Theorie der numerischen Integration sirmhgrzu jedem Standard-
bzw. Nachschlagewerk tiber héhere Mathematik zu finden.

Die einfachste Methode ist die Approximation des Integranden durch 8itneckenzug.
Die Abbildungf : [a,b] — R sei stetig undh € N — {0}. Das Intervallja, b] wird in n gleich groRe
Teile durch die Teilpunkte

Xx :=a+kh, wobeih=(b—a)/nundk=0,...,n gilt,

geteilt. Im Intervallx, %+1] wird f durch die lineare Funktion

1
Xi= f(Xk) + H(f(XkJrl) - f(Xk)>(X_Xk)7 furk = 07' ~,n—1,
approximiert, die an den Endpunktgnundxy, 1 dieselben Werte wié hat.
Die Funktionenfolgey, : [a,b] — R sei weiterhin der gesamte Streckenzug.
Da f gleichmaliig stetig ist, konvergiert die Folgegleichmalig gegem und damit folgt:

b
/ F(x)dx= lim T,
Ja

nN—oo

wobei
T = T(f'ab)'_/b (X)dx—nilé(f( )+ T (%ern))
n = T(fiab)i= [ g —kzoz X X1
_ h(%f(to)Jrf(x1)+...+f(xn_1)+%f(xn))
gilt.

2 =Xy Xy X Ny Xy =b

Abbildung 3.1: Darstellung der Trapezregel



3 Definitionen, Satze und Notationen

Bivariate numerische Integrationen, also Ausdriicke der Form

b1 rby
/ f (X1, %2)dxdxo,
ar ag

lassen sich leicht numerisch approximieren, indem die Trapezregedifle tegrale angewendet
wird. Man sagt dann, dass die zusammengesetzte Trapezregel detwerd.

Vorbemerkt sei hier, dass in dieser Arbeit unstetige Funktionen nurhentegriert werden. Die
Anwendung der obigen Verfahren ist gerechtfertigt, da die Funktimodistandig auf [0,1] be-
schrankt sind (d.h., es gibt kein Polverhalten im Definitionsbereich). Dandtnotwendigerwei-
se auch die Sprunghéhen auf [0,1] beschrankt. Bei einer moglichenhdnzahl an Integrations-
stitzstellen ist damit das vorgestellte Verfahren ein guter Schatzer fir

/ab f(x)dx.

3.4 Transformationsmethode

Unter der Transformationsmethode versteht man ein asymptotischesréarfahhand dessen mit
Hilfe stetiger Transformationen und Anwendung deviethode (siehe Theorem A.0.8) Statisti-
ken modifiziert werden konnen. Ausfuhrlich wurde dieses Thema in deei#n vonDomHOF
(2001) [13] und CHRISTOPHLIEMK (2001) [12] behandelt.

In dieser Arbeit werden Konfidenzintervalle fur verschiedene Likmabinationen von Erfolgs-
wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Transformationsmethode hergeleitet.

Definition 3.4.1 (LINEARKOMBINATION)
Es geltep = (py, p2.....pa)t € (0,1)% und g e R fiiri = 1,...,d. Die Abbildung

d
£:(0,1)* =R, p— S ap,
2,ap

heil3t Linearkombination der ErfolgswahrscheinlichkeiterDer Wertebereich vor heifl3t®© und
wird auch Parameterraum vos genannt.
L bezeichnet auRerdem einen erwartungstreuen Schatzér. fur

Das Prinzip der Transformationsmethode liegt darin, mit Hilfe einer umkedmtfeunktion
g: © — R die offene Menge® auf die Menge der reellen Zahlen abzubilden. Unter bestimmten
Voraussetzungen an die Transformatipr® — R besitzt die Statistik

Vlg(L) —g(L)]

eine asymptotische Normalverteilung, so dass ein asymptotisches Konfigevealin

[uTranst oTrans fijr g( L) angegeben werden kann. Wegen der Umkehrbarkeigvioigt, dass

g L([uTanst oTranst) ein asymptotischer Konfidenzbereich fiist.

Damitg~t([uT"asf oTransf) wieder ein Intervall darstellt, sollte die Funktion g streng monoton
sein. Die nachste Auflistung zeigt vier Anforderungen, die an eine getgliransformations-
funktiong: © — R vorerst gestellt werden mussen:

(T1) g sei stetig,



3.4 Transformationsmethode

(T2) g sei bijektiv,

(T3) d(m #0Vme O,

(T4) g sei streng monoton steigend.

Fur die Transformatiolg kommen damit alle streng monotonen und stetig differenzierbaren Bi-
jektioneng : © — R in Frage, deren erste Ableitungen nullstellenfrei sind. In der Arbeit wird

haufig auf die Anforderungen (T1)-(T4) verwiesen. Aus verahénden Grinden werden die
Anforderungen (T1)-(T4) unter dem Sammelbegriff 'Anforderumge eine Transformation’ zu-

sammengefasst.
Eine weitere Einschrankung der Transformationsfunktionen erfolgtrimjéweiligen Kapitel. Das

einfache Prinzip der Transformationsmethode fur Linearkombinationgh&iebildung 3.2.

© > p — a(p) € R

1
® o [fujo] g [;uTransfjoTransf] c R

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Transformationsmethode
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4 Konfidenzintervalle fur 11

Als Grundlage zur Analyse von Konfidenzintervallen fiir eine Erfoldew@heinlichkeit dient ein
Bernoullimodell:

. n
[SHATA

X1, X, %~ B(M) = X =5 Xj ~BIN(n,T). (4.1)
=1

4.1 Gutemalie

4.1.1 A-Priori-MalRe
Im Einstichprobenproblem wird zwischen a-priori- und a-posteriori3bta unterschieden. A-

priori-Maf3e sind stets hypothetische GroRen, die eine Statistik vor Beinadbewerten.

Definition 4.1.1 (LANGENKURVE )
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n,m). KI1(X) = [U(X), O(X)] sei ein Konfidenzintervall
fur 1t Die Abbildung

heifl3t Langenkurve.
Lemma 4.1.2 (ERWARTETE LANGE )

Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, ). Die Abbildung I, : (0,1) — [0, 1] sei eine Langen-
kurve. Furmte (0,1) gilt dann:

La(m) = 3 [0~ k] ({01 @2

Beweis:
Sei X binomialverteilt zun und T, dann gilt:

E(O(X) —U(X)) = %[OGO —UK)]-P(X=k)

Lemma 4.1.3 (EIGENSCHAFTEN DER LANGENKURVE )
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, ). Die Abbildung Is: (0,1) — [0, 1] sei eine Langen-
kurve des Konfidenzintervalls aus Definition 4.1.1. Dann gilt:

11



4 Konfidenzintervalle fur T

(@) L, ist zweimal differenzierbar ayb, 1) und damit auch stetig,
(b) Ly, ist symmetrisch um p5;
(c) Ln beschreibt eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitel Az (3)) -

Beweis:
(a) Die Differenzierbarkeit ergibt sich aus der Differenzierbarleit Summanden.

(b) Es geltet= 3 und seid € (0,3) gegeben, dann gilt:

n(3+9) = Sgow-aw () (+9) (39
= Blow-un () (3+9)" (3
- (3-9).

(c) Notwendige und hinreichende Bedingung fur ein Maximum:

dL,

dLy d2L,
dm

(M)=0 und =

() <O. (4.3)

Da eine Ableitung ein linearer Operator ist, ist die Ableitung einer Summe die Summe d
Ableitungen. Demnach gilt:

T~ 3 00— o) (3) g (-
- ki[cxk) - (o))t a- "+ (- - -k,
ol _ 3 1009 - k) () g (- ki)
- éo[O(k)u(k)}(E)nk—Z(l k2

k—l)(l—n)2—2k(n—k)T[(l—T[)Jthz(n—k)(n—k—l)).

/N
x
—

Mit diesen Ableitungen muissen die notwendige und die hinreichende Bewjr{gB) flr
das Vorliegen eines Extremums Uberpruft werden. Es folgt weiterhin:

dln(m)
a0

— [O(k)—‘a(k)](E)Tﬂ‘l(l " (k(1-1) —1(n—k)) =0
k=0

12



4.1 GltemalRe

Speziell an der Stellg" = % erhalt man fir die zweite Ableitung:

25 (c-3)- () o) o3

k=0

Da[O(k) — U(k)] < 1V k € N gilt, 143t sich weiterhin abschéatzen:

n

@) ”zki[o(k) — U(K)) (k) [(n—2K)2 ]
< (3) 5 ()@
SO BESERERS{

1 n-2
= <2> [n?.2"—4n?.2" 1 4-4n(n+1)-2" 2] —4n

= 4n—4n
= 0.

Man erhalt damit, wie behauptet, ein Maximum an der Stelle:

o= (316d) - (o () ()

Definition 4.1.4 (MITTLERE LANGE )
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n,m). K1(X) sei ein Konfidenzintervall fim. Die Abbil-
dung Ly : (0,1) — [0, 1] sei eine Langenkurve. Die Grol3e

_ 1
Ln= / Ln(TdTt (4.4)
0
heil3t mittlere Lange des Konfidenzintervakd.

Definition 4.1.5 (COVERAGE-PROBABILITY')
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, ). K I(X) sei ein Konfidenzintervall fur Das Maf3

P(rte KI(X))

heil3t Coverage-Probability des Konfidenzintervalg fur festest
Die Abbildung

Ch:(0,1) = [0,1], T P(TE KI(X)), (4.5)

heil3t Coverage-Kurve bzw. Coverage-Prozess.

13



4 Konfidenzintervalle fur T

Lemma 4.1.6 (EXAKTE COVERAGE-PROBABILITY )
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, ). Die Abbildung G : (0,1) — [0, 1] sei ein Coverage-
Prozess des Konfidenzintervats/. Fur e (0,1) gilt dann:

Cn(T) = P(Tte K1(X z Tne 5 1(k (E)nk(l— "k, (4.6)

Die Abbildungl 4 ;(x) bezeichnet eine Indikatorabbildung, mit

I [ 1, falls me KI1(X),
TEXIX) T 0, falls T KI(X).

Beweis:
Es gilt:

P(Tte KI(X)) = E (Inesrx)) ZJH"”“ P(X = k) = Z}’“" <> (- k

Lemma 4.1.7 (EIGENSCHAFTEN DES COVERAGE-PROZESSES)
Es gelte das Modell (4.1). Die Abbildung €(0,1) — [0, 1] sei ein Coverage-Prozess des Konfi-
denzintervalls aus Definition 4.1.5. Dann gilt:

(1) Die Funktion G:(0,1) — [0,1], t— P(me KI(X)), ist wohldefiniert.
(2) G, ist unstetig.
(3) G, ist symmetrisch um= 3.

Beweis:

) 0< Ca(T Z)HHGKI < > —n)”—"gki (E)T{k(l—n)”_k:l.

(2) Der Indikator ist unstetig. Damit ist au€l unstetig.
(3) Es gelte= 3 und seid € (0,3) gegeben, dann gilt:

k n—k
1 n 1 1
C”(z”) - kZOH%+6€7<f<k><k> (z“’) (“(z”’))

413 & n\ /1 k1 n-k
23 maan(i) (39) (3+2)

d

Damit wurde eine a-priori GroRe geschaffen, mit welcher die Qualitadsdfoafidenzintervalls
genau bewertet werden kann.

Aus der diskreten Struktur des unterlegten Modells folgt, dass die Gyer«tarve eines Konfi-
denzintervallsK I zum Niveau nicht konstant1l—a) sein kann. Allerdings sollte das Intervall,
um Definition 3.1.3 zu erfillen, eine Coverage-Kurve erzeugen, dig stark von(1—a) ab-
weicht. Das Bild eines Coverage-Prozesses zeigt eine Zackenkuev® = {0 < < 1}.

14



4.1 GltemalRe

4.1.2 Exkurs: Entstehung der Zacken im Coverage-Prozess

Die Entstehung der Zacken &Rt sich analytisch folgendermaf3en erklaren
Als Beispiel dazu zeigt die Abbildung 4.1 das Bild vom Verlauf der Obav-lhintergrenze eines
beliebigen Konfidenzintervalls. Es gelte = 1/2 und K 1(k), k € N, sei ein auk konstruiertes

Konfidenzintervall flrrt _ _
Gesucht seC,(1/2). Furk = 0 ist Ty nicht

in K 1(0), weil hier die Obergrenze Ubexr
liegt. Damit nimmt hier der Indikator den
Wert Null an. Ab einem Wert voro(k) > 3
liegt die Obergrenze stets Ulmr. Zu betrach-
o ten ist weiterhin die Untergrenze. Der Indika-
g - tor nimmt genau dann den Wert Eins an, falls
o O(k) —m > 0 undmy — U(k) > 0 gilt. Damit
/ wird der Indikatorfunktion der Wert Null zu-
geordnet, sobald die Untergrenze gro3er als
0 ™ = 1/2 ist. Da die Ober-bzw. Untergren-
Erfolge k zen mit wachsendetknicht konstant verlau-

fen, greift der Indikator an stets unterschiedli-

chen Stellen, wodurch die charakteristischen
Abbildung 4.1: Grenzverlauf Zacken entstehen.

Um das Gesamtverhalten des Coverage-Prozesses in einem Ausdrabhrakterisieren, hilft
folgende Definition:

Definition 4.1.8 (MITTLERE COVERAGE-PROBABILITY )
Es gelte das Modell (4.1). Die Abbildung ¢, 1] — R* sei eine Wahrscheinlichkeitsdichte und
Cn:(0,1) — [0,1] ein Coverage-Prozess des Konfidenzintervalls Die GroRRe

_ 1
Cn:/ Ch(mg(mydm 4.7
0

heil3t mittlere Coverage-Probability des Interva#tsI.

Die Definition 4.1.8 stellt damit die erwartete Uberdeckungswahrscheinliobikes Konfidenz-
intervallsK I dar. Am sinnvollsten ist es, alle Werte aus d@hi) Intervall als gleichwahrschein-
lich anzusehen. Unter dieser Annahme vg(d) zur Dichtefunktion der stetigen Gleichverteilung
auf [0,1]. Die Dichtefunktion dieser Verteilung ist konstant Eins.

In all den folgenden Definitionen wird der Funktig(r) diese Verteilung zugeschrieben und kann
deshalb auch aus vereinfachenden Griinden weggelassen werden.

Anschaulich bedeutet Definition 4.1.8, dass die mittlere Coverage-Probadlitie Gesamtfla-
che zwischen der Abszisse und der Coverage-Kurve angeselen wir

Auf diesen Ideen aufbauend lassen sich neue Mal3e konstruierelefimieren.

Betrachtet man einen Coverage-Prozess, dann zeigt dieser dadtéfertes zugrundegelegten
Konfidenzintervalls auf. Weiterhin sagt man, dass dieser bei Unteitiahg des Nominalniveaus
a konservatives bzw. anti-konservatives Verhalten bei Uberschegities Nominalniveaus auf-
weist. Diese Formulierung ist aquivalent zu der Berechnung der maohisschen Nominallinie
1— a und der Coverage-Kurve und damit zur Konstruktion von Maf3en, di&Kdieservativitat
bzw. Anti-Konservativitat a-priori messen.

15



4 Konfidenzintervalle fur T

Definition 4.1.9 (MITTLERE KONSERVATIVITAT und ANTI-KONSERVATIVITAT )
Es gelte das Modell (4.1). Die Abbildung ¢,1] — R* sei eine Wahrscheinlichkeitsdichte und
Cn:(0,1) — [0,1] ein Coverage-Prozess des Konfidenzintervalls Die GroRen

Kn = / Ch(mg(mdr  bzw. (4.8)
{Ch(mM>1—a}

AR, = Ca(mg(Tydr 4.9)

/[Cn(T[)Sl—(X}

heilRen mittlere Konservativitat bzw. mittlere Anti-Konservativitat des Inbsr#ar.

Abbildung 4.2 zeigt eine stark vereinfachte Abbildung ei-
Konservativitat Anti-Konservativitat Ner Coverage-Kurve eines beliebigen Konfidenzintervalls
KI zum Niveaua = 0.05. Deutlich sind die charakte-
ristischen Zacken zu sehen. Nach Definition 4.1.9 ent-
spricht die Konservativitat der Gesamtflache oberhalb der
Coverage-Kurve, die Anti-Konservativitat der Gesamtfla-
che unterhalb des Coverage-Prozesses. In Abbildung 4.2
sind diese GroRRen blau bzw. grin dargestellt. Mit die-
sen Mal3en wird ein Konfidenzintervall als 'gut’ bewer-
tet, wenn sowohl die Konservativitat, als auch die Anti-
Konservativitat sehr gering sind. Weiterhin werden Gro-
Ben berechnet, die den Abstand der exakten Coverage-

Probability, sowie deren Streuung um das Konfidenzniveau
Abbildung 4.2: (Anti)-Konservativitat 1§ messen.

0950 0.955 0.960

945

0.940
L

Definition 4.1.10 (MITTLERER ABSOLUTER FEHLER)
Es gelte das Modell (4.1). Die Abbildung €(0,1) — [0,1] sei ein Coverage-Prozess des Inter-
valls X I fur 1t Die GroRRe

_ 1
Fr— / ICo(T) — (1—a)[drt (4.10)
0

heil3t mittlerer Fehler des Intervallk 1.

Der mittlere Fehler beschreibt den relativen Abstand des Coveraged3es zunil — o) Konfi-
denzniveau.

Definition 4.1.11 (STREUUNG )
Es gelte das Modell (4.1). Die Abbildung €(0,1) — [0,1] sei ein Coverage-Prozess des Inter-
valls X I. Die GroRRe

S = \//1[Cn(n)— (1-0))?dm (4.11)
0

heil3t Streuung des Coverage-Prozessed wn.

Die Streuung beschreibt demnach die Quadratwurzel des mittleren tiseldea Fehlefsdes
KonfidenzintervallsK I.

1Allgemein ist dieser definiert durch E(V —v)2 eines unbekannten Parameters v und zugehérigem Schatzer V.
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4.1 GltemalRe

Definition 4.1.12 (ABWEICHUNG)
Es gelte das Modell (4.1). Die Abbildung €(0,1) — [0, 1] sei ein Coverage-Prozess des Inter-
valls K I undC, die mittlere Coverage-Probability. Die Grol3e

Vi = \//01 [Ca(m) — Go) *drt (4.12)

heil3st Abweichung des Coverage-Prozesses.

4.1.3 A-Posteriori-Mal3e

Analysiert und vorgestellt werden nun Gro3en zur Bewertung von titatisnach Beobachtung
des Erfolgsk einer binomialverteilten Zufallsvariable zu n umdAls Grundlage dazu dient ein
beliebiger Hypothesentest, der folgende Nullhypothese testet:

Ho: T=T0. (4.13)

In der Arbeit vonvVos und Hubson (2005) [15] wird die Konstruktion von a-posteriori-Maf3en
durch die Interpretation eines Konfidenzintervalls als die Menge aller W#igeron einem zum
KonfidenzintervallX I korrespondierenden Hypothesentst: t= 1 nicht abgelehnt werden,
begriindet.

[...] Itis commonly accepted that confidence sets and tests are two sidesaftke
coin: the confidence set consists of those parameter values that asgented by a
test at the corresponding level (Skovgaard 2001, p.4).

Testentscheidungen werden in der Regel mit Hilfe des sogenanntemt@s\Vigetroffen. Der p-
Wert gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass (unter Annahme der GultigkeiNdllhypothesdHp)
die Teststatistik den beobachteten oder einen extremeren Wert annimmt.

Definition 4.1.13 (2-SEITIGE p-WERT FUNKTION)
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, ). Py(X < K) sei die Verteilungsfunktion von X. Die
Abbildung

Ac:(0,1) = [0,1], TU— A(T) =min{2-Pr(X <Kk),2-Py(X > k), 1},

heil3t 2-seitige p-Wert Funktion. Insbesondere giltrii@ (0,1) :

AT = min{z.ii (?) (-2 (1—2l (?) g (1—n)”i> ,1}.

Beachte: Die 2-seitige p-Wert Funktion ist eine Funktion vinabhangig von k.

Lemma 4.1.14 (EIGENSCHAFTEN DER 2-SEITIGEN p-WERT FUNKTION )
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, ). Py(X < k) sei die Verteilungsfunktion von X und
A (0, [0,1] die 2-seitige p-Wert Funktion. Dann gilt:

-

(1) A(m)iststetig VkeN,

(2) A«(m) ist monoton steigend fur < %
(

(3) A(m) ist monoton fallend furt > ‘ﬁ(

17



4 Konfidenzintervalle fur T

(4) A(m=¥)=1vkeN.

Beweis:
(1) Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit des Absolutbetrages, wobei
A() = min{2-Pr(X <K),2-Py(X > Kk),1}
min{min{2- P(X <k),2-P(X > k)},1}
=:J

AN

= Z.04+1-)9-1
5 +1-9-1

gilt. Fur J gilt insbesondere:

= % [2Pr(X < K) +2Pr(X > K) — |2P(X < k) — 2Pr(X > K)|] .
(2) Esgeltex g <Th < ‘ﬁ( Dann gilt:
A(Ty) = min{2Py (X < k), 2Py (X <k),1}.

Aufgrund der Binomialverteilung und mit Hilfe der Darstellung von (1) gilt:

A(m) = m|n{2Pn1X k), 2Py (X <k),1}

_ mm{ <?) (- 1'[1”'2< Ti(?).ﬁl.(l—m)”_i)»l}
e g () e (g () en)

= Al

(3) Der Beweis verlauft analog zu (2).
(4) Esqilt:

Weiterhin folgt:

svcen = 25 () (-8)" - 25 (o
sven = 2§ () (-8)" =25 (o s

18
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Definition 4.1.15 (p-KONFIDENZ )
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, 1), wobei die Beobachtung von X k sei(A) sei die
2-seitige p-Wert Funktion undk (k)] = [U(k), O(k)] ein Konfidenzintervall furt Die Zahl

Ch(KI(k)) = <1— sup Ak(n)>

T2 K1(K)

hei3t p-Konfidenz des Intervali§ I (k).

Bekanntlich schlief3t ein Konfidenzintervall flr einen Paramateinen Bereich ein, der mit einer
zuvor festgelegten Wahrscheinlichkeit den wahren Parameter enthsitit irean nun die Nullhy-
potheseHy : TT= T, dann ist das Kriterium flr das Ablehnen der Nullhypothese bei Signifika
niveaua, ob das entsprechend# — o)-Konfidenzintervall den Werty enthélt oder nicht. Die
p-Konfidenz beschreibt, wie stark durch die Beobachtudgs Interval| X 1 (k)] = [U(k), O(K)]
WerteT ablehnt, die nicht im Intervall enthalten sind. Zu einem gegebenem Nweailite dem-
nach die p-Konfidenz des Konfidenzintervakd (k) genau (1 a) betragen.

Satz 4.1.16(BERECHNUNG DER p-KONFIDENZ )

Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, 1), wobei die Beobachtung von X k sej(R < k) sei
die Verteilungsfunktion von X und die Grolig & 1 (k)) die p-Konfidenz des Konfidenzintervalls
KI1(k) = [U(k), O(k)]. A(TT) sei die 2-seitige p-Wert Funktion. Dann gilt:

c(XKI(k) = (1— sup Ak(n)>

iz K 1(K)
= 1- max{ZP =71(K) (X > k),ZPn:O(k)(X < k)} . (4.14)

Beweis:

Nach Lemma 4.1.14 ist die 2-seitige p-Wert Funktion stetig. AuRerdem verlalié Funktions-
werte der Untergrenzen monoton steigend, die der Obergrenzen mdali¢ma. Demnach tritt
SUPhy 1 (k) Ak(TT) @an Py (X > k) oder anPy) (X < k) auf, woraus die Behauptung folgt. O

Beispiel:

Die Berechnung der p-Konfidenz wird an einem Beispiel erlautert. Als)@age dient das Ber-
w.i.v.

noullimodell (4.1). Es seieiXy,..., X, ~ B(m) undk = y7_; X; die Anzahl der Erfolge. Zur
Berechnung der p-Konfidenz muss explizit ein Konfidenzintervall ifig &rfolgswahrscheinlich-
keit betrachtet werden. Die Berechnung wird am sogenannten "Waldfidenzintervall gezeigt,
welches im Kapitel 4.2 unter (4.20) vorgestellt wird. Werden nun 5 Erfoig20 Versuchen be-
obachtet, als& = 5, n= 20, dann ergibt sich eine relative Haufigkeit vior= 3 = . Das Signi-

fikanzniveau seit = 5%. Die Grenzen des Wald-Konfidenzintervalls berechnen sich somit zu

o A-0/2 gy o A-a/2 |
{T[ 7n nil-1, 1+ 7 vaLen n)]_[0.06,0.44].

Diese Grenzen missen nun in Satz 4.1.16 eingesetzt werden. Zu tegréstradso:

o= 1- max{z (1 - i <2io> 0.06 (1~ o.06)2°—‘> , 2i <2i0> 0.44 (1—0.44)20 }

= 0.8674462
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4 Konfidenzintervalle fur T

Das Wald-Konfidenzintervall hat also in diesem Versuch eine p-Komfigenc, = 0.87. Dieses

bedeutet, dass der korrespondierende Wald-Test die Nullhypdilaese= 1y mit auRerhalb des
Intervalls liegenden Wertery nicht ablehnt.

Um die p-Konfidenz nun anschlieBend genauer und allgemeiner interpreta kbnnen, wird
zunachst ein einfaches Bernoullimodell (4.1) unterstellt mit

u.i.v.

X1, Xo, ..., X " B(m) (4.15)

und binomialverteilter Zufallsvariablé = y_; Xj ~ BIN(n, ).
Wird nun die binomialverteilte Zufallsvariabh durchk beobachtet, dann wird mitein Konfi-
denzintervallX 1(K) fur tkonstruiert.
Die p-Konfidenz des Konfidenzintervall§ I (k) seica(X I(K)).
» 1.Fall: Es gelten (XK 1(k))=(1—a — ), mit einem geeigneted > 0. Dann gilt:
durch die Beobachtunigwird die HypotheséHy : 1= 1 fir o ¢ K 1(k) mit einem zum
Konfidenzintervall korrespondierenden p-Wert in Hohe woen d nicht abgelehnt.
 2.Fall: Es gelten (K 1(k))=(1—a+ ), mit einem geeigneted > 0. Dann gilt:
durch die Beobachtunigwird die HypotheséHy : 1= 11 fur p € K 1(K), mit einem zum
Konfidenzintervall korrespondierenden p-Wert in Héhe won d abgelehnt.

Definition 4.1.17 (p-BIAS)
Es gelte das Modell (4.1) mit X BIN(n, 11). Die Beobachtung von X sei k(A1) sei die 2-seitige
p-Wert Funktion undX 1 (k)] = [U(k), O(k)] ein Konfidenzintervall furt Die Zahl

b(K1(k)) =maxs 0, sup A(m)— inf Ag(m)
g K 1(K) me K 1(K)
heil3t b-Bias des Intervall& I.

Auch hier dient das vereinfachte Bernoullimodell (4.1) zur Interpretadies p-Bias. Aul3erdem
wird ein zum KonfidenzintervallX I assoziierter Test fiidg : 1= 1o betrachtet.

Der p-Bias eines Intervalls (k) misst die Differenz zwischen den assoziierten p-Werten der
Tests furHo. Er gibt an, wieviel die p-Werte fur Tests der Fohg : t= 10 flr T ¢ K I grol3er
sein durfen, als furg € K I. Der p-Bias sollte demnach fur alkes N klein sein.

4.1.4 Konfidenzintervalle mit X=0 (Null- bzw. Vollergebnis )

Im Fall des Nullergebnisses (unter Verwendung des Modells (4.13)tertan ein gutes Konfiden-
zintervall furrtdurch die folgende Uberlegung:
Fur eine binomialverteilte Zufallsvariab} gilt:

P(X=0) = <g> 70 (1O
= (1-m"
Diese soll dem gegebenen Niveawntsprechen. Folglich gilt:
(1-m"Laen=1-Va.
Damit folgt fur X = 0:
K1(0)=[0,1—/a]. (4.16)
Eine analoge Darstellung ergibt sich fur das Vollergebnis X=n.
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4.2 Konfidenzintervalle fir Erfolgswahrscheinlichkeit T

Die Konstruktion von Konfidenzintervallen fir eine Erfolgswahrschelii@at rtist mit Sicherheit
Bestandteil jeder Grundvorlesung Uber statistische DatenanalysenBediad unterschiedliche
Vorgehensweisen bei der Konstruktion von Konfidenzbereichen.

Zur Vereinfachenden Darstellung derer wird das Bernoullimodell (4gL)j mit
ui.v.

X1, X2, .+, %~ B(M) = X = 31 Xj ~ BIN(n, ) betrachtet. Die relative Haufigkeit

. X 12 . - ~ 1

m=—=-Y Xj,wobei E(Ty)=m und Var(il)=-m(l—Tt 4.17
A n 2% (7 (7= m(1-m (4.17)
gilt, ist ein erwartungstreuer Schatzer fiirAusserdem gilt, dass

\fﬂ(\ﬁ) _ (1—T1

(4.18)

einen konsistenten Schétzer ¥ar(71) bezeichnet.

Beweis:

Der Beweis kann im Lehrbuch "Statistical Inference’ von Rohatgi @8ihgelesen werden. O
Die Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes von Levy (vgl. A.0dbiles Satzes von Slutzky
(A.0.9) liefert schlief3lich flr die Statistik

—T1 -1 .
—— = /n——7= > N(0,1 (4.19)
Var(f) m(1-1y (©.2)

die asymptotische Normalitéat.

Aus der in (4.19) gezeigten Verteilung der relativen Haufigkeit undid8iehatzung des Standard-
fehlers lafit sich nun leicht ein Konfidenzintervall fiiberechnen. Die Grenzen dieses Intervalls
sind gegeben durch

Z-q/2
vn
und wird in der Literatur als das "Wald'-Konfidenzintervall bezeichnedr Busdruckz; g/, be-
zeichnet dagl — a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.
Der Name dieses Intervalls folgt aus der Tatsache, dass dieses dusatéerung eines soge-
nannten Wald-Tests entsteht. Im allgemeinen unterliegen Wald-Tests der For
o9 (4.21)
SE(0)
und beinhalten stets eine Maximum-Likelihood Schatz@gn 6. SE(8) bezeichnet den Stan-
dardfehler des Maximume-Likelihood Schatzers.
Der Vorteil eines Wald-Tests (4.21) liegt darin, dass die asymptotischeiMemg der Statistik
bekannt ist, sie konvergiert allerdings nur sehr langsam gegen die@meilung, was bedeutet,
dass dieser Test nur bei sehr hohen Stichprobenumfangen dasuNivenalt. Diese Ergebnisse
lassen sich damit direkt auf die Eigenschaften des Wald-Konfidenzatiteé.20) Ubertragen.
Dieses hat fir kleine Stichprobenumfange eine sehr geringe Coveragability.
Bezeichnet man weiter die Verteilungsfunktion der binomialverteilten Zufalkdvie X aus (4.1)
mit Fg(k|n, 1), dann gilt

i+ T(1— 1) (4.20)

Fa(kin,T) = 1— H <rk:'; : %{ 2(k+ l),2(n—k)> , (4.22)
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wobeiH (t|f1, f2) die Verteilungsfunktion der F-Verteilung mi und f, Freiheitsgraden bezeich-
net. Betrachtet man weitergehend einen zweiseitigen Hypothesentés fiir= 15, dann sind
die sogenannten 'exakten’ Konfidenzintervalle fiivon 'Pearson-Clopper’ die Losungen ig
der Gleichungen

und

5 (ma-mr -
> ()

unter der Verwendung von (4.22). Die Grenzen der 'Pearson-€tognfidenzintervalle fim
sind schlie3lich gegeben durch

(4.23)

NI NIQ

k
uc = und
k+(n—k+1)-Fiq/p(f], )

K41
oFc = : 4.24
KT 1n—K)-Fraa(f,—2.012) (4.24)

Die Freiheitsgrade der F-Verteilungen betragen
fi=2(n—k+1) bzw. f;=2k

F1_q/2 Sei dag(1— a/2)-Quantil der(f3, f;)-Verteilung.

Aus (4.23) folgt direkt, dass die Pearson-Clopper-Intervalle (4 .i24)@overage-Probability nach
Definition 4.1.5 von mindestens-da V a € (0,1) aufweisen. Die mittlere Konservativité, aus
Definition 4.1.9 dieser Intervalle ist demnach sehr hoch, die Anti-Kongeité AK,, gleich Null.
Die meist als 'Goldstandard’ (vgl. [17]) ausgewiesenen Intervalle \ear$on und Clopper haben
demnach keine sehr guten Eigenschaften.

Ein weiteres Intervall folgt aus der Invertierung der Wald-Statistik (4zZL@)HypothesedHy : 1=
T, dessen Grenzen die Losungerminder Gleichungen

darstellen. Die Losungen dieser Gleichungen, 1927Warson publiziert [17], haben die Form

<ﬁ+ Zizg/z + \/[ﬁ(l —T) 47/ 40)/ ”) [(L+Z g 5/M). (4.25)

Man nennt dieses Konfidenzintervall firauch das 'Score-'Konfidenzintervall. Score-Tests ba-
sieren auf einer log-likelihood Schéatzung uritlr: 1= 15 flr Ttund binden damit die Nullhypo-
these direkt in die Schatzung ein, wahrend 'Wald’-Tests auf einer lefjHixod Schatzung nach
der Maximum-Likelihood Methode basieren. Im allgemeinen Fall haben Sasts die Form

<6Iog L(G)) SC
ae Ho:ezeo B

mit Likelihhod-FunktionL(-). Fur weitere Details dieser Schatzverfahren sei auf die Literatur (z.B.
AGRESTI (1996)[18], S. 88-95) verwiesen.
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4.3 Transformierte Statistiken

Es scheint schwierig das Wilson-Intervall (4.25) und das Wald-Inligd/20) zu vergleichen. Das
Wald-Intervall ist symmetrisch um den Maximum-Likelihood Schétzer angestrdias Wilson-
Intervall hingegen besitzt

. . . 1( Z 40
. ‘uwusonJr OWlIson _ T[( n > += ( a/ )
} n+z§fot/2 2 n+z%ftx/2

1 ( 1
n+z§fot/2 - “
1 ~
m(x+2) =T (4.26)

NI =

%

als Mittelpunkt.

Anschaulich bedeutet (4.26), dass sich die geschéatzte Erfolgswamtschkeit nach der Wilson-
Methode dadurch auszeichnet, dass diese nicht die gewohnlichea élatifigkeit ft= % verwen-
det, sondern sich approximativ wie ein Schétzer verhalt, der auf desn@stschprobenumfang
vier Ergebnisse hinzuaddiert - zwei Erfolge und zwei MilRerfolge.

AGRESTI Und CouLL (1998) [17] konstruierten aus diesem Schatzer ein neues Konfiderzin
vall fur 1tin der einfachen Form, indem sie diesen Schatzer einfach in die Gleiclesng/ald-
Konfidenzintervalls (4.20) einsetzten und damit das 'Agresti’-Konfideaevall erhielten:

Z_q)2

T+ m(1-T1), n=n+4. (4.27)

Ein grol3er Vorteil dieser Methode ist die Einfachheit des Verfahieimsgro3er Nachteil ist, dass
sowohl dieses Intervall, als auch das Wald-Konfidenzintervall, nicteitteserhaltend sind und
Uber die [0,1]-Begrenzung herausragen kénnen.

Als Motivation zur Konstruktion neuer Intervalle sollen priméar diese Greadgken dienen:

* Das Konfidenzintervall soll einfach zu berechnen sein.
¢ Das Konfidenzintervall soll bereichserhaltend sein.

4.3 Transformierte Statistiken

4.3.1 stetige Transformationen

In der Literatur findet man zahlreiche mogliche Transformationsfunktioneaine Statistik stetig
zu modifizieren (vgl. [16]). Nach Kapitel 3.4 kommen alle stetigen und monat8ijektionen in
Frage, deren erste Ableitungen nullstellenfrei sind.

Satz 4.3.1 (TRANSFORMIERTE STATISTIK)
u.i.v.

Es gelte das Modell (4.1) und es seienX¥, ..., X, ~ B(m). Die Funktion g: (0,1) — R er-
fulle die Anforderungen an eine Transformationsfunktion aus Kapitel 3.4eEs die relative
Haufigkeit. Dann gilt:

9(7) —g(m) P
v (\/(ﬁ(l— ﬁ))[g/(ﬁ)]2> —U ~2[(0,1).

Beweis:
Da Xqg,..., X,

u.i.v.
~Y

B(m) gilt: E(X1) =1 und VarX;) = (1 — m). Durch die Anwendung des
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4 Konfidenzintervalle fur T

zentralen Grenzwertsatzes (A.0.6) gilt nun:

V(- 19 £ A0, (1 T).

Die Anwendung ded-Methode (siehe Satz A.0.8) und des Satzes von Slutzky (siehe Satz A.0.9),
sowie die Verwendung des konsistenten Schavamst) aus (4.18) liefert die Behauptung. O

Korollar 4.3.2 (TRANSFORMIERTE KONFIDENZINTERVALLE )
Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 4.3.1. Ein asymptotitcha$Konfidenzintervall flmt
ist gegeben durch

[‘ZL O} — [g—l(‘uTransf)’g—l(OTransf)]7
wobei
st = gy S fh - o9/

OTransf — g(“)_|_Zl\_fo;]/z\/ﬁ(l—ﬁ)'[g/()]z

gilt. Die Notation 7_» bezeichnet dabei dg4 — a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.

Beweis:
Wegen Satz 4.3.1 und aufgrund der Monotonie und der Umkehrbarkeg fasgt:

P(T[E [‘Zl, O]) _ P(g(T[) c [(uTransfj OTranst
9(fy —g(1 nooo
- P<Z°'/2§ﬁ<¢<ﬁ<l_ﬁ>>[gf<‘>]2> SZ”“) R
O

Um nun die zur Auswahl stehenden Funktionen weiter einschrankearmek, hilft eine beson-
dere Eigenschaft der relativen Haufigkeit: Aquivarianz.

Satz 4.3.3(AQUIVARIANZ DER RELATIVEN HAUFlGKElT)
Es gelte das Modell (4.1) und es seien .X., X, "~B(m). Die relative Haufigkeit seft Dann

ist Tt aquivariant bezuglich jeder streng monoton steigenden Abbildpibgw. streng monoton
fallender Funktionp*.

Beweis:
Der Beweis wurde ausfuhrlich in der Arbeit von Domhof [13] fur relatisffekte geftihrt und kann
direkt auf Erfolgswahrscheinlichkeiten tbertragen werden. O

Aus Satz (4.3.3) folgt, dass sich die relative Haufigkeit bei einer stremgton steigenden Trans-
formation der Zufallsvariablen nicht verandert, wahrend sich der t3eh&ach streng mono-
ton fallender Transformation der Zufallsvariablen am V\%apiegelt. Damit sich dieses auf die
transformierten Konfidenzintervalle Ubertragt, kann aul3erdem voirdesformationsfunktion
g: © — R gefordert werden:

(T5) Der Graph von g soll punktsymmetrisch zum Mittelpusikion © verlaufen.
Aus (T1)— (T5) folgt, dass nun ohne Beschréankung der Allgemeinheit Bijektionen mit
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4.3 Transformierte Statistiken

(T6) 9(¢) =

in Betracht gezogen werden kdnnen. Bekannte Funktionen, die diedtigaften(T1) — (T6)
erfullen, sind die sogenanntedrogit- und Probit— Funktionen, die in Lemma 4.3.4 dargestellt
sind.

Lemma 4.3.4 (LOGIT - bzw. PROBIT-KONFIDENZINTERVALL )

Es gelte das Modell (4.1) und es seien X.,X, ~' B(p), p € (0,1). Die relative Haufigkeit sei
p= % SiL1X. @ sei die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Betrachtatwegter
die Abbildungen

Logit: (0,1) — R, p+— log (1 P p> (4.28)

mit der Umkehrfunktion

. exp(X)
Expit: R — (0,1), X Trexpx)’ (4.29)
sowie
. -1 1 X 7lt2
Probit: (0,1) — R, p— ® (p), P(x) = \/T/ e 2' dt, (4.30)
TUJ —o0

dann sind durch

P(Expit(ﬂLogit(k)) < p < Expit(OLogit(k)) ~ 1—0(,

[T () OLogu ()] = Logit(p) ¥ "2 |22 @.31)
sowie durch
P(® (Uproea(K) < < ®(Cprapi(k)) ) ~1-a.
[uprobn<k>,opmbn<k>]=Probit<m¢zl*“/2 van TP, (432

VN exp{—3Probit2(p

zwei bereichserhaltende und asymptotis¢he a)-Konfidenzintervalle gegeben.
2)_q/2 bezeichnet dabei d44 — a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.

Beweis:
Die beiden Funktionen erfullen die Anforderungdrl) — (T4) an eine Transformationsfunktion
aus Kapitel 3.4, sowie die Anforderung€n5) — (T6). Weiterhin gilt:

d(Logit) 1 d(Probit) V2m
dp  p(l-p)’ dp  exp{—iProbit?(p)}’
Die Behauptung folgt schlie3lich durch die Anwendung von Korollar 4.3.2. O

Betrachtet man Funktionenscharen der Form

2
CDO0 (0,1)—R, p— dba(lj(p), wobei®g (X e*?dtgilt, (4.33)

<>=¢2im/:

dann erfullen auch diese die Anforderungdrl) — (T6). Jedoch sind die aus den Funktionen-
scharen resultierenden Konfidenzintervalle alle gleich, wie folgendesrizezeigt.
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4 Konfidenzintervalle fur T

Lemma 4.3.5 (NICHTPARAMETRISIERBARKEIT DER PROBIT-TRANSFORMATRDINK -
TION)

Es gelte das Modell (4.1). Das Konfidenzinterv&{ll; sei das Probito)-Intervall aus Lemma
4.3.4 unter der Verwendung der Funktionenschateyy(x) aus (4.33). Fur die Konfidenzinter-
valle gilt dann stets:

K1 = [Uprobit(a)> Oprobit(a)] = [Uprobit(1)> Oprobit(1)]-

Beweis:
1A, A-a)2 V210 - - 1 X9 1012
Doy | DIL(P) + 1-p)| = / (6)dt. (434
exp{ e }
L x(o) |
Substitution liefert schlief3lich ftr
t du d /t
u_aéa_a(a) =dt=du-o
und damit gilt:
1 %’) 1,2 1 @ 1,2 X(0)
4.34) = —— e v du-cr:—/ e 2Ydu=o ()
( ) \/Z[ -3 \/Z[ —o0 01 o
1 A \/ 2TO —~ —~
= ®o1 | =4 Pog(P)+ — -y VP(1-D)
o 7("DOAU) (p)
exp 507
1, A V2T — —
= @ qnoi(p)i o) p(l—-p)
exp{ 207 }
1, A V2T —~
= o1 |Pp1(p)+ 5~ VB(1-p)
ex {(q’o,l) (P) }
P 2

= CDQ]_(X(].)).

Das Logit-Intervall und Probit-Intervall (4.31 und 4.32) zeigen folgembdlachteil auf:

 Firk = 0= 7t= 0 degenerieren diese Intervalle bzw. sind fir Null- oder Vollergebnisse
nicht berechenbar.

Diese Gegebenheit ist problematisch, da sich diese Intervalle in der tggzEmym fur Null- bzw.

Vollergebnisse nicht berechnen lassen. Der Grundgedanke, elvetkome Formel fur ein Inter-
vall herzuleiten, soll motivierend dafir sein, das Logit-Intervall ziapastrisieren. Ein weiterer
Vorteil durch eine Parametrisierung des Logit-Intervalls liegt darin, diésse Konfidenzschar
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4.3 Transformierte Statistiken

schlie3lich optimiert werden kann, falls eine analytische BegrindungfiMdrliegen eines Op-
timums gefunden wird. Betrachtet man also Funktionenscharen der Form

Logit.: (0,1) — R, T log (&) , (4.35)

mit einem gegebeneme (0, 1), dann gilt fur die erste Ableitung:

d(Logit;) 1+2c

dm ml-1m+c(l+c)

Diese Funktionenschar ist bijektiv und damit umkehrbar. Als Umkehrabimgidwaucht aber nicht
die exakte Umkehrabbildungsschar betrachtet werden, denn diddmaasonsmethode verlangt
eine Funktion, die die offene Men@C R auf das offene Einheitsintervall abbildet. Als Umkehr-
abbildung kann daher diex pit-Funktion betrachtet werden.

Lemma 4.3.6 (MODIFIZIERTES LOGIT-INTERVALL)
Es gelte das Bernoullimodell (4.1). Weiter wird die Funktionenschar deitl-@ransformation
aus (4.35) mit Expit-Funktion als Umkehrung (4.29) betra¢a@ann sind durch

PEXPIt(TUoge,) < T1< EXPH(Ofogy,)) = 10,

wobei

21-q/2 1+2c
vh f(l—T)+c(1+c)

[‘uiogitcv Oﬁogitc] = Logite(T) (1 -7 (4.36)

gilt, asymptotische und bereichserhalteride- a)-Konfidenzintervalle furtdefiniert.

Beweis:
Die Transformationsfunktionen erfillen fur€ c < 1 die AnforderungenT1) — (T4) sowie
(T5) — (T6). Die Behauptung folgt direkt durch die Anwendung von Korollar 4.3.2. O

Hergeleitet wurden nun Konfidenzscharen fiir eine Erfolgswakislithkeit. Das Problem ist
nun, dass ein bestimmtes Intervall aus dieser Schar ausgewahlt wergerliase Auswahl muss
analytisch begriindet werden und kann nicht willkirlich erfolgen. Awid der Unstetigkeit der
Coverage-Prozesse ist dieses schwierig. Allerdings ist die LAngankine stetige Abbildung
und damit mit analytischen Methoden berechenbar. Es wird daher segasrgen und untersucht,
wie sich die mittlere Lange der Konfidenzschar bei wachsender Transfionskonstante verhalt.
Dieses Verhalten wird im folgenden Satz 4.3.7 beschrieben. ZunacltsdigirAussage dieses
Satzes explizit dargestellt und erst nach dem Beweis dieses SatzesewviCltige Folgerung
aus diesem erlautert. B

Es seierin¢: (0,1) — [0,1] die Langenkurve und, ¢ die mittlere Lange delsogit.-Intervalls. Im
Satz 4.3.7 wird behauptet, dass die Abbildung

W (07 1) - [07 1]7 Cr— Ijn,Ca (437)

welche jedent € (0,1) die mittlere Lange dekogit.-Intervalls zuordnet, streng monoton fallt.

2Aus Griinden der Einheitlichkeit wird im folgenden die Erfolgswahrscheinlichkeit wieder mit Ttbezeichnet
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4 Konfidenzintervalle fur T

Satz 4.3.7(MONOTONIE DER MITTLEREN LANGEN DES LOGINTERVALLS )

Es gelte das Modell (4.1) un&1:(X) sei das parametrisierte LogHntervall aus (4.36) fur
Tt ES sei auBerdempls(TT) das Bild der Langenkurve des Konfidenzinterva{is:(X). Dann ist
durch

-1
W(c) = / Lne(mdm
0
eine streng monoton fallende Funktion definiert.

Beweis:

Die FunktionW ist nach Lemma 4.1.3 stetig und differenzierbar. Weiter ist die Transfornsation
funktion bijektiv und streng monoton steigend. Demnach kann das Intenvatinsformierten Sy-
stem betrachtet werden. Bekanntlich gilt flr die erwartete Langealgt-Intervalls (vgl. Lemma
4.1.2):

Lnc(T) = Z [0c(K) — Ue(K)] - <n> m(1-m"k. (4.38)

k=0 K

Da die erwartete Lange stets grof3er oder gleich Null ist, kann der Saenftdgnallen bewiesen
werden:
 Fallt die erwartete Lange mit steigender Konstante, dann fallt auch die mlieige.

Zum Beweis des Satzes genugt es daher den Summakidefi) aus (4.38) zu betrachten. Es
kann auch angenommen werden, dags (0) gilt.

Damit folgt:
Oc(i) — Ueli)
~ Logie(f) + 22 %ff(l VAT
~ |Logit(y - w2 1t 119

/i AL—T)+c(1t 0

B 1+2c A-0/2 /= =

= 2RI Mreitg va YN
——

=V

=:A =:K

Man kann diesen Ausdruck als differenzierbare Funktionwanffassen. Fir die partielle Ablei-
tung naclc gilt:

o() _
5 = 4KV

c?+c+ 35— (f(1—T)
(f(1— ) +c+c?)’ ’

womit die Behauptung bewiesen ist. O
Die Konsequenz dieses Satzes ist, dass sich die Parametrisierungsiconster Logit-Trans-
formationsfunktion unmittelbar auf die Coverage-Probability und damit airetktdauf die be-
schriebenen Streumal3e der Coverage-Prozesskeodés Intervalls auswirkt. Damit sind diese
Konfidenzscharen optimierbar, indem die Streumal3e (vgl. die DefinitioietOdbzw. 4.1.11) in
Abhangigkeit vorc minimiert werden.

Resultat 4.3.8 (OPTIMALE TRANSFORMATIONSFUNKTION)
Es gelte das Bernoullimodell (4.1) un&/.(X) sei das parametrisierte Logilntervall. Die
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4.3 Transformierte Statistiken

Abbildung Cn : (0,1) — [0,1] sei ein Coverage-Prozess des Konfidenzintervllg(X). Die

GroBenF, ¢ bzw. S, ¢ seien der mittlere Fehler bzw. die mittlere Streuung (vgl. die Definitionen
(4.1.10) bzw. (4.1.11)) voR(I(X) in Abh&ngigkeit des Stichprobenumfanges n und der Parame-
trisierungskonstante c des Lagintervalls. Dann fuhrt

C*_i
150

zu einer mittleren minimalen Schwankung des Coverage-Prozessessuin-do) = 0.95 Konfi-
denzniveau.

Herleitung:

Zu betrachten ist ein Optimierungsmodell aus dem Bereich der eindimensicdptemierung.
Satz 4.3.7 sichert die Existenz lokaler Minima der folgenden Zielfunktionen.

Die zu optimierende Zielfunktion lautet in allgemeiner Form:

Z(z) — mzin, (4.39)
unter der Nebenbedingung:

z>0 (Nichtnegativitatsbedingung
(4.40)

Naturlich muss der Optimierungsalgorithmus mehrere StichprobenumfangdtentiAngewen-
det auf (4.39) kénnen folgende Optimierungstableaus berechne¢merd

Mz
)

Il
il

Zi(c) = c— mcin, (4.41)

]

2l Zlk
z

Zy(c) = Shy.c — min, (4.42)

1

unter der Nebenbedingung:
O<c< 1

N = #{n; } sei die Anzahl der Stichprobenumfange.

Vorgehen:

Der Optimierungsalgorithmus (4.39) verlangt ein Suchverfahren tUber bieiten Auswahl an
Stutzstellen.

Als Stutzstellen dienen folgende Stichprobenumfange:

e Stitzstellen:
nj =5,15,20,30,50,100.
Die numerischen Integrationen werden mit dem Verfahren aus (3.3 glefithrt.

uellcode:
Abschlie3end wird der Quellcode zur Ermittlung der Kombination gezeigt. [igsenierung ist

auch im Programmpaket 'R’ durchfiihrbar. Die selbst geschriebanktion’Covlogit’ ermittelt
die exakte Coverage-Probability und ist hier jetzt nicht gezeigt.

3Die Aufnahme der Konstanten ¢ in den Index bedeutet, dass auf diesem Parameter bedingt wird.
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nmin<-function(nvec,p,kopt,vopt,aopt)
# Funktion fir mehrere Stichprobenumfange
In<-length(nvec)
erg<-matrix(0,ncol=5,nrow=In)
ergebnissumme<-c(rep(0,5))
for (i in Lin){
hilf<-cov.logit(p,nvec[i],kopt,vopt,aopt) # Berechne e xakte Coverage-Probability
ergli,1]<-hilf[1]
ergli,2]<-hilf[2]
erg[i,3]<-hilf[3]
erg[i,4]<-hilf4]
erg(i,5]<-hilf[5]

ergebnissumme[1]<-sum(erg[,1])/In
ergebnissumme[2]<-sum(erg[,2])/In
ergebnissumme[3]<-sum(erg[,3])/In
ergebnissumme[4]<-sum(erg[,4])/In
ergebnissumme[5]<-sum(erg[,5])/In
ergebnissumme

optk<-function(nvec,p,kvec,vopt,aopt){
lk<-length(kvec)

In<-length(nvec)
ergcov<-c(rep(0,Ik))
ergl<-c(rep(0,lk))
ergfe<-c(rep(0,lk))
ergst<-c(rep(0,lk))
ergvar<-c(rep(0,Ik))

for (i in LIk

kopt<-kvecli]
hilf1<-nmin(nvec,p,kopt,vopt,aopt)
ergcov[il<-hilf1[1]

ergl[ij<-hilf1[2]

ergfe[il<-hilf1[3]

ergst[il<-hilf1[4]

ergvarfil<-hilf1[5]

}

laenge<-c(ergl)
coverage<-c(ergcov)
fehler<-c(ergfe)
streu<-c(ergst)
#print(ergcov)
#print(ergl)
#print(ergfe)
#print(ergst)
#print(ergvar)
erg<-matrix(c(fehler,streu,laenge),ncol=3,nrow=lk)
erg

}

Ergebnis:
Das Ergebnis des Suchverfahrens wird grafisch in Abbildung 4.3gieledieser ist sowohl das
Bild der ZielfunktionerZ; bzw.Z,, als auch die streng monoton fallende Langenkurve dargestellt.

In Abbildung 4.3 ist deutlich zu sehen, dass sich die Langenkurve &bteldec = 1/150 krimmt.
Abschlie3end wird der Verlauf der vorgestellten Transformationsfun&tigrafisch in Abbildung
4.4 gezeigt. In dieser ist au3erdem die parametrisierte Logit-Funktion zenrcWW 1,/150 darge-
stellt. Man erkennt im Verlauf dieser Funktion kaum einen Unterschiedizbitparametrisierten
Variante. Betrachtet man den Rand der Funktionen, dann zeigt diassisidh dort die Funktions-
graphen splitten. Die eingebaute Konstante wirkt sich daher primar aueKbein. hohe Effekte
aus.
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Abbildung 4.3: Ergebnisse der c-Optimierung
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Abbildung 4.4: Logit- und Probit- Transformationsfunktion

4.4 Vergleich der Konfidenzintervalle

4.4.1 Coverage-Prozesse

Im ersten Schritt des Vergleichs der vorgestellten Konfidenzintervaltdemedie Coverage-Pro-
zesse grafisch analysiert. Programmiert wurden die Grafiken im Pnogpaket 'R’ mit Hilfe
von Matrizen und Klammeroperatoren, d.h., es wurden Matrizen mit den gémtrder jeweiligen
Ober- bzw. Untergrenzen angelegt und schlief3lich mit Hilfe von Klammeatgen die Indika-
toren berechnet. Die Prozesse zeigen die Abbildungen 4.5 und 4.6 &isoRrwonp € (0,1).

Bei der Anfertigung der Arbeit zeigte sich, dass bei geringen Stiddlggmnomfangen (z.B1=5,10)
die speziellen Intervalle aus Kapitel(4.1.4) bei auftretenden Null-und galerissen besser als
die hergeleiteten sind. In der Literatur werden die Konfidenzintervalleligse geringen Stich-
probenumfange untersucht und verglichen (vg@RresTi und CouLL (1998) [17]). Aus diesem
Grund werden in dieser Arbeit die Coverage-Prozesse fur selmggestichprobenumféange ge-
zeigt und die Grenzen des Logit- bzw. Probit-Intervalls bei Null- und Yogébnissen gemaf 4.16
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abgefangen. Bei hoheren Stichprobenumfangen zeigt das Logitdliteuch ohne abgefangene
Grenzen gute Ergebnisse. Das Logit-Intervall bezeichnet hier dasinerte Logit.-Intervall mit
c=1/150

I UAAM OSSO NN PN
T A=A T
g g —— Pearson g — Logit
. . — Wilson . — Probit
) — Wald ) )
g — Agresti 2 g
0.0 02 04 p 06 0.8 10 0.0 02 0. p 0.6 0.8 1.0 0.0 02 0.4 p 0.6 08 1.0
Abbildung 4.5: Coverage-Kurven fur n=5
sy I LI al
sT vy AAA Dwvvvu N UVVV” o”V 1l Iy V”
g g —— Pearson g — Logit
. — Wald u . — Wilson . — Probit
° — Agresti ° °
0.0 02 04 p 06 0.8 10 0.0 02 0. p 0.6 08 1.0 0.0 02 0.4 p 0.6 08 1.0

Abbildung 4.6: Coverage-Kurven fir n=10

In den Abbildungen 4.5 und 4.6 sind die Coverage-Kurven der voigfest&onfidenzintervalle
fur geringe Stichprobenumféange dargestellt. Aufféllig ist die schlechte@ge-Probability des
Wald-Konfidenzintervalls. Gerade weipmahe Null oder Eins ist, scheint dieses Konfidenzinter-
vall unangebracht zu sein. Die schlechte Coverage-Probability ard &g Wald-Intervalls ist
eine Folgerung aus der Punktschatzungrfigturcht, denn die Binomialverteilung ist fiir kleine
bzw. groRe Erfolgswahrscheinlichkeiten schief.

Das Pearson-Clopper-Intervall zeichnet sich durch starke Keaithétat bei geringen Stichprobe-
numfangen aus. Das Agresti- und das Wilson-Intervall schwankerasridminalniveau von hier
95 %. Ahnlich sehr gute Ergebnisse zeigen die Coverage-Kurvenadgis hzw. Probit-Intervalls.
Fir n=5 zeigt das Logit-Intervall eine fast identische Coverage-&anm Wilson-Intervall. Das
Probit-Intervall ist leicht konservativ. FUr kleine bzw. grgkaben diese Intervalle eine sehr gute
Coverage-Probability.

Zum Vergleich dazu sollen nun die Langenkurven der Intervalle bagtalerden.

4.4.2 Ergebnisse numerischer Integrationen

Als numerische Integrationsmethode wurde die vorgestellte Trapezregefapitel 3.3 ange-
wendet. Um die numerischen Werte der mittleren Coverage, mittleren Kotiggégdozw. Anti-
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Abbildung 4.8: Langen-Kurven fir n=10

Konservativitdt und Lange zu erhalten, wurde das (0,1)-IntervalAdbszisse in 1MO0 Einzel-
intervalle zerlegt und in diesen die Flachen unterhalb der Kurven aippierx. Zur Berechnung
der neuen Mal3e der Konservativitat bzw. Anti-Konservativitat waimdé Hilfe von sogenannten
Logik-Operatoren (hier: Klammern) die entsprechenden Werte, dieellinBungsregel gentigen,
herausgefiltert, und dann das obige Verfahren angewendet. Diariieuwurden in analoger
Weise durch einsetzen der numerischen Werte berechnet.

Zu einer aussagekraftigen Beurteilung der Konfidenzintervalle anti@sdr MaRRe sind mehrere
Stichprobenumfange nétig. Um sowohl asymptotische, als auch Resultaehfigeringe Stich-
probenumfange zu erhalten, wurden numerische Integrationen fup&timnumfange von

n= 10 20 30 40 50

durchgefiihrt.

Um das Lesen der Arbeit angenehmer zu gestalten, werden die Eiggegraphisch in Abbildung
4.9 dargestellt, in welcher jeweils der Stichprobenumfang gegen die nuhe@o6Re aufgetra-
gen wurde.

AuRerdem wurden aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht alle vtaiifes: Intervalle in die ge-
naue Analyse einbezogen. Die Auswahl erfolgt auf die in der Literdgigednr gut ausgewiesenen
und auf die neu hergeleiteten Verfahren.

Uberraschend ist, dass sich trotz der groRen Unterschiede in den mi@everage-Probabilities
die mittleren Langen der Intervalle kaum unterscheiden. Obwohl z.B. dissMintervall eine
viel groRere Coverage-Probability als das Wald-Intervall fir geri@tehprobenumfange auf-
weist, ist dieses nicht wesentlich breiter. Betrachtet man die zugehori@gegebkurven, dann
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4 Konfidenzintervalle fur T

zeigt sich, dass das Wilson-Intervall, aul3er an den Randern, siigar kst. Gravierend schlechte
Ergebnisse zeigen das Wald- und das Pearson-Intervall im BezutjeaGoverage-Probability,
was sich auf die anderen Mal3e Ubertragt.

Das Probit-Intervall ist fr kleine Stichprobenumféange leicht kongarvan Bezug auf die Streu-
male zeigt sich, dass das Wilson- und das Logit-Intervall fast identES@ebnisse aufweisen
und minimal um das Nominalniveau von 95% streuen. Dementsprechend ggtr@uich die mitt-
lere Konservativitat beim Logit- und Wilson-Intervall. Eine etwas grof&treuung als bei diesen
beiden Intervallen wird durch das Agresti-Intervall erzeugt.

Anhand der untersuchten MalRe und durch die breit gefacherten @tehqpumfange laft sich zu-
sammenfassend sagen, dass durch die AnwenduntyMethode mit delogit.-Transformation
ein Konfidenzintervall konstruiert wurde, welches durch die Beurtgilanhand von a-priori-
Mal3en besser als das Agresti-Intervall ist und nahezu fast ident&gebdnisse zum Wilson-
Intervall aufweist. Die Vorteile des Logit-Intervalls zum Wilson-Intervalgka darin, dass dieses
leichter zu berechnen ist. Auch die Herleitung ist leichter zu versteherniealsotistruktion des
Wilson-Intervalls, da das Wilson-Intervall durch die Invertierung eiBesre-Tests entsteht. Das
Logit-Intervall stellt hingegen einen speziellen invertierten Wald-Test dar
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4 Konfidenzintervalle fur T

4.4.3 p-Konfidenz und p-Bias

Die vorgestellten Konfidenzintervalle wurden anhand der a-posteriafévp-Konfidenz und p-
Bias zum 5%-Niveau untersucht. Satz 4.1.16 (Berechnung der pdémzij erleichtert dabei die
Programmierung dieser Maf3e. Auch hier wurden die Mal3e in Matrizerikgolugrammiert, d.h.,
es wurden Matrizen mit Eintragen aus den Ober- bzw. Untergrenzelkadidenzintervalle er-
zeugt und mit Hilfe dieser schlie3lich die 2-seitige p-Wert Funktion beretctind anschlieRend
Satz 4.1.16 zur Berechnung dieser Grol3en hierauf angewendet.

Die Ergebnisse sind grafisch in den Abbildungen 4.10 bis 4.13 ko< 10 bzw. 0< k < 50
dargestellt. Die MalR3e wurden auch flr mehrere Stichprobenumfangesucttg bei denen sich
immer ahnliche Kurvenverlaufe zeigten.

Um die Verfahren gut vergleichen zu kdnnen, werden je zwei Inlieria einer Grafik gezeigt.
Aus Grunden der Einheitlichkeit (vgl. Kapitel (4.4.1)) wurden das Logitv.Probit-Intervall im
Fall des Null- oder Vollergebnisses durch (4.16) abgefangen. Diesehieht aufgrund des gerin-
gen Stichprobenumfanges, bei dem die speziellen Intervalle aus (dni&grebesser als die neu
hergeleiteten sind. Bei einem Stichprobenumfang wen50 ware dieses nicht notwendig. Das
Logit-Intervall zeigt bei einem Stichprobenumfang voa 50 ohne abgefangene Grenzen &hnlich
gute Ergebnisse. Das Logit-Intervall bezeichnet hier dascmitl/150 parametrisierte Intervall
gemal (4.36).

Aus der Konstruktion der Pearson-Clopper Intervalle folgt soforssdiiese eine p-Konfidenz
von genau (+ a) ¥V k € N aufweisen. Der zum Pearson-Clopper-Intervall assoziierte Test fu
Ho : 1= T filhrt demnach fiirg € [1UPC, OPC] zu héheren assoziierten p-Werten als TestdHir
mit Ty ¢ [UPC, OPC]. Der p-Bias dieser Intervalle ist demnach gleich Nt € N. Eine auffal-
lig gute p-Konfidenz zeigt das Probit-Intervall. Selbst bei einem geniigiEehprobenumfang von
n = 10 hebt sich die p-Konfidenz dieses Intervalls deutlich von der p-Kenfidier anderen Inter-
valle ab. Bei einem Stichprobenumfang vos- 50 ist ein &hnlich guter Verlauf zu erkennen. Wie
bei den Coverage- und Langen-Kurven zeichnen sich das Wils@htogit-Intervall durch fast
identische Kurvenverlaufe aus. Das 95%-Wilson-Intervall zeigt lespeise eine p-Konfidenz
von weniger als 70% fuir n=10 auf. Dieses bedeutet, dass aulierisaliniervalls liegende Werte
T bei einem korrespondierenden Hypothesenitkst 1= 1 zu einem p-Wert groRer als 30%
fuhren. Damit wird die NullhypotheskE : 1= 1 mit nicht im Intervall liegenden Wertery
mit dem 'Wilson-Test’ nicht abgelehnt, obwohl, nach der Definition einasfidenzintervalls, die
Nullhypothese verworfen werden musste.

Weiterhin fallt auf, dass das Agresti-Intervall am Rand eine p-Konfidem mehr als 95% auf-
weist. Analog bedeutet diese Gegebenheit, dass fiir Wgrte| 149"t 0Ad™est] der korrespon-
dierende Hypothesentest flip : 1= TG einen assoziierten p-Wert von weniger als 5% aufweist
und damit die Nullhypothese ablehnt.

Das Wald-Intervall zeigt bei den beiden dargestellten Stichprobengeféden héchsten p-Bias
auf. Das Probit-Intervall liefert fir beide Stichprobenumfange eirenmgen p-Bias und damit
ein sehr gutes Ergebnis. Es zeigt sich, dass das Probit- und Logitdlideutlich besser als das
Agresti-Intervall ist.

Zusammenfassend zeigte die Analyse der beiden a-posteriori-MaBejidaseuen Probit- und
Logit-Intervalle nach dem Pearson-Clopper Intervall die besten katersus den hier untersuch-
ten Intervallen sind.
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4.5 Zusammenfassung und Motivation fiir Ubertragung auf
Linearkombinationen

Untersucht wurden unterschiedliche Verfahren zur Konstruktionkamfidenzintervallen fur ei-
ne Erfolgsratat Neben einer ausfiihrlichen Darstellung von MalRen und GréRen zuerBang
der Intervalle sind neue Konstruktionsverfahren mit Hilfe der Tramsé&ionsmethode dargestellt
worden. Daneben sind zwei explizite Intervalle durch dieses Vernficdmgegeben. Bei der Anfer-
tigung der Arbeit zeigten diese beiden Intervalle mit Hilfe der Logit- und Rrdbansformations-
funktion gute Ergebnisse. Auf diesen Ergebnissen aufbauend salténktionen parametrisiert
werden, um schlief3lich Konfidenzscharen zu erhalten. Dieses istesidpvaa sich Paramterisie-
rungskonstanten durch die Riucktransformation haufig gegenseitiglarthAuRerdem wird die
Stetigkeitsforderung verletzt, wenn einzelne Effekte exponiert welieridee, den Effekt durch
Addition einer Konstanten zu verandern und diesen schliel3lich zu tramsfen, tauchte bei Ni-
veausimulationen zu den korrespondierenden Test-Statistiken des hdgrrabit- Intervalls (in
der unparametrisierten Version) auf, welche spezielle Wald-Tests kmstels Schatzer fir die
Erfolgswahrscheinlichkeiten diente stets die relative Haufigkeit und sonsstauei Null- und
\ollergebnissen die Teststatistik abgefangen werden, da diese sdridteriechenbar ist.

Die Idee, die Transformation schlie3lich durch den Einbau einer Konstaunt@arametrisieren
(und damit abzufangen) wurde anschlie3end auf die korresponderdntervalle Ubertragen.
Mit diesem Ergebnis wurde das Verhalten der mittleren Lange der Kozidbaren aus der pa-
rametrisierten Logit-Funktion betrachtet und bewiesen, dass die mittlereslritgvachsender
Transformationskonstante streng monoton fallt. Dieses Ergebnis sicbdEkistenz einer opti-
malen Funktion. Das aus einem einfachen Optimierungsalgorithmus reswulgdraarvall wurde
schlie3lich mit den anderen Verfahren verglichen und es zeigte sichdaeses gut abschneidet.
Die Ergebnisse sind motivierend, diese Konstruktionsmethode auch a#rkiombinationen von

Erfolgswahrscheinlichkeiten zu Gbertragen.
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5 Konfidenzintervalle fir  p; — P2 (verbundene
Stichproben)

Untersucht und hergeleitet werden nun Konfidenzintervalle fur dieeiiffz zweier Erfolgswahr-
scheinlichkeiten von verbundenen Stichproben. Als Grundlage dant eiie Modell fir zwei
verbundene Stichproben mit dichotomen Variablen. Aus Griinden desidbgichkeit werden in
Zweistichprobendesigns die Erfolgswahrscheinlichkeitengnif = 1,2, klassifiziert.

5.1 Modell fir zwei verbundene Stichproben

Man betrachte:

xk: (X1k7X2k)/7 k: 17"‘7n7

u.i.v

Xijk ~ B(pj), =12 (5.1)

Damit erhalt man folgende Vierfeldertafel mit Erfolgswahrscheinlichkeitan 2, Th1, Tho

Methode 2
[ 1 0 | Total
Methode 1 [ 1] ni1(m1)  m2(ma2) || otz (pa)
0 M1 (Th1) Moo (Tho)
| Total [ [ nu1tn2a(p) | n |

Fir den Stichprobenumfang gilt dabgf , 212:1 nij = n. Als Schatzer flr die Raten werden die
gewodhnlichen relativen Haufigkeiten verwendet (vgl. das Modell (4.1)

Definition 5.1.1 (ODDS)
Es seieX = (Xw, Xok)', k=1,...,n, Xjx ~ B(pj), j = 1,2, aus Modell (5.1). Die Maf3zahl

P;
Vi =
i=71- D;
hei3t Odds.
Definition 5.1.2 (ODDS-RATIO)
Es gelte das Modell (5.1). Die Maf3zahl
p= 1
V2

heil3t Odds-Ratio.
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Der Odds lasst sich dabei als eine Erfolgschance unter der BedimgandVethode j interpre-
tieren, da dieser die Wahrscheinlichkeit auf Erfolg ins Verhaltnis zure@eghrscheinlichkeit
setzt. Das Odds-Ratio (Verhaltnis von Odds) ist demnach eine relatietg&chance unter der
Bedingung 1 bezogen auf die Bedingung 2. Liefert das Odds-Ratio ¥ieet von 1, dann bedeu-
tet dieses, dass zwischen den Bedingungen 1 und 2 ein gleiches @Venhédtnis besteht. Die
Stichproben sind damit unabhangig.

Weiterhin l&sst sich die Kovarianz vofy = (X, Xak)" berechnen mit:

CouXk, Xx) = E(XwXok) — E(Xk) E(Xak)

Th1— P1p2

Ty — (Th1+ Th2) (Thy + Thy)
Ty1(1— Ty —Thg) — Tuo(Thy + Th1)
T 1(Th2 + Th2) — Th2(Thy + Th1)

= TQ1Th2 — TQ2Th.

Die Kovarianz der ZufallsvariableXik und Xy ist damit die Differenz der Produkte der Diago-
naleintrage der Vierfeldertafel aus Modell (5.1).
Die erwartungstreuen Schatzer fir die Erfolgswahrscheinlichkeitelnggigeben durch:

1M
fug = — F XiiXoj
11 nljzzl 1j X2

ny

~ R “ 1
My = Pr—Tui= le (Z XOlk(l—XOZ<)> ,

k=1

A A 1 [
T = Po—Tu1=— Xox(1—Xow) |,
p o (kzl ( )>
Ty = 1—Tui—Tus—Th1.
Weiterhin beobachtet man, dass der Vektor

T S Y
p* = (Mg, Tuo, Ty, Th2)

multinomialverteilt ist, denn es gilt:
+ Die Komponentdt;, i, j = 1,2 des Vektorp* ist binomialverteilt zu n und;.

« Fur die Kovarianz der Komponentéty und i/, ij #i'j’, gilt:

CO\(ﬁ,’IJ 7]’:[]/]'/) = —nTﬁJTﬁ/J/

5.2 Gutemalie

Analog zum Kapitel tber Bewertungsmal3e fur Konfidenzintervalle fle &rfolgswahrschein-
lichkeit einer Bernoulliverteilung werden nun GréRen zur Bewertung Konfidenzintervallen
fur die Differenz zweier verbundener Ratpn— p, betrachtet. Als Abhangigkeitsmald wird das
Odds-Ratio herangezogen.
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5.2 Glutemalle

Definition 5.2.1 (COVERAGE-PROBABILITY )
Es gelte das Modell (5.1) und es seien~XBIN(n, p;), j = 1,2. Das Odds-Ratibsei 8 und
K I1(X1,X2) ein Konfidenzintervall fur die verbundene Differenz{p,. Das Mal3

P(p1—p2 € K1(X1,X2))

heil3t Coverage-Probability des Intervalfg1.
Die Abbildungen

Cho: (0, 1)2 — [0,1], wobei(ps, p2) — P(p1— p2 € KI(X1,X2)), und (5.2)
Cno,p, : (0,1) — [0,1], wobei p — P(p1— p2 € KI(X1,X2)), (5.3)

hei3en Coverage-Prozess fur gegebenes Odds-Ratitd Coverage-Prozess flr gegebenegs p
und gegebengddes Konfidenzintervall& 7.

Anmerkung 5.2.2 In den folgenden Definitionen wird das Odds-Ratio aus Grinden der \follsta
digkeit erwahnt. Der Grund ist, dass die Coverage-Probability in diesteih aus einem fest
vorgegebenem Odds-Ratio berechnet wird (vgl. Definition 5.2.1).

Lemma 5.2.3 (EXAKTE VERBUNDENE COVERAGE-PROBABILITY)
Es gelte das Modell (5.1) und es seien~XBIN(n, p;), j = 1,2. Das Odds-Ratio seb und
K I(X1,X2) ein Konfidenzintervall fur p— py. Es gilt:

P(p1—p2 € KI(X1,X%2))
= P(T[lz— Thy € K](XLXZ))

n n—i n!

= = —J — — nfifj
Cnﬁ(plypZ) i;];]lplfngyg(w) Iljl(n—l—j)l Tflz D, (1 T2 T[21) ,

wobeil.) eine Indikatorabbildung bezeichnet, mit
: (1 falls p—p2e KI(i,]),
Pi-P2eXI(i)) =3 0 Jfalls pp—p2 € KI(i, ).
Beweis:

Es gilt in Anlehnung an die Vierfeldertafel:

P(p1—p2 € KI(X1,X2))
= P(myi+mmo— 11— o1 € K1 (X, X2))
= E (HT[12*TT21€ KI(Xl-,Xz))

n n—i

- i;J;le—pzezfor(i,j)-P(><1:i,X2:j)
n n—i ni ' j N
= ]I . — Tf . . 1_ _ n7|7J.
I;j;) P1—P2E K L(i,]) ||J|(n_ i J)I 12 THy ( T2 ]‘[21)

|

1Die Coverage-Probability wird iterativ aus einem vorgegebenem Odds-Ratio berechnet. Ohne dessen Vorgabe ist die
verbundene Coverage-Probability nicht berechenbar. Néhere Details und Angaben sind im Abschnitt 5.3 angegeben.
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Lemma 5.2.4 (EIGENSCHAFTEN DER COVERAGE-KURVEN )
Es gelte das Modell (6.1) und es seien~XBIN(n,p;), j = 1,2. Das Odds-Ratio se® und
K1I(X1,X2) ein Konfidenzintervall fur p— p,. Die Abbildung Ggp, : (0,1) — [0,1] sei der
Coverage-Prozess fir gegebenesipd gegebenes Odds-Ratio des Konfidenzinter#élisDann
gilt:

(1) Ghe,p,(p1) ist unstetig.

(2) Die Abbildung Q,eé(pl) ist symmetrisch ump= %

(3) P(p1—p2 € KI(X1,X2)) =P(p2— p1 € KI(X1,X2)).
Beweis:

(1) Die Unstetigkeit folgt aus der Existenz des Indikators.

(2) Es sei ein beliebigese (0, %) gewahlt. Nach Modell (5.1) gilt:

1
< +5> = Tyi1+Th2

2
-0 = Tpr1—Th
S Thy = Thp—O.
Damit gilt schlieB3lich:
1
Cﬂ,e,% <2+6>
n n—i n! . : i
= Z)Z)HBEK“J Tin=i=jn Ty (Taz—8)) - (1 -T2 — (Th2—9))" !
n n—i nl .
- ZvZ)HESe?cz ﬁ'”ﬁz( 8+ Tha)! - (1 2mp+3)" )
n n—i
n ]
= ;Z)H SeXI00) i in—i—j)! Thp (3+Th2)! - (1—2mp— &)

= Cne

a1(279)

(3) P(p1—p2€ KI(X1,X2))

P(Thu2 — oy € KI(X1,X2))
P(Thy — T2 € K1(X1,X2)) = P(p2— p1 € KI(X1,%X2)).

—
N
N

O
Aus Lemma 5.2.4 folgt, dass nyib = 3 bedingte Coverage-Kurven stets symmetrischpyra: %
verlaufen. Die Symmetrie ist unabhangig vom Odds-Ratio. Diese Aussafijeg ie Program-
mierung von wichtiger Bedeutung. Die Symmetrie der bedingten Kurve Ugegiéh auf den
unbedingten Verlauf. Bei der Programmierung der Mal3e genligt es,aatht den gesamten De-
finitionsbereich(0, 1)? zu betrachten, sondern es reicht der R40n)2. Selbst mit diesem Zwi-
schenergebnis ist der Programmieraufwand enorm. Man beachtéjidasee gute Schatzung der
Mal3e aus Definition 5.2.5 mittels numerischer Integration je Integrationsachdestens 1000
Stutzstellen vorgegeben werden mussen. Besser waren noch 10i60tha@ dazu einen Stich-
probenumfang von n=40 vor, dann musser®00x 10.000x (40+1) x (40+1) = 168100000000
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Berechnungen und Indikatoruberprifungen durchgefuhrt everé&in Stichprobenumfang von
n=40 ist sogar in verbundenen Designs sehr wenig. Zu beachten ristags ohne Matrizen-
programmierung derartige Berechnungen nicht durchfiihrbar simslhBif3t, das Programm muss
10.000<10.000 verschiedene (40+440+1) Felder aus Ober- und Untergrenzen bestimmen und
in diesen die Indikatoren berechnen. Im Programmpaket 'R’ dauerudieerische Berechnung
eines derartigen Doppelintegrals mehrere Tage und ist flir héhere isti@mumfange nicht mehr
durchfihrbar.

Definition 5.2.5 (MITTLERE VERBUNDENE COVERAGE-PROBABILITY )

Es gelte das Modell (5.1) und es seien~XBIN(n,p;), j = 1,2. Das Odds-Ratio se® und
Che(p1, p2) ein Coverage-Prozess fiir gegebenes Odds-Ratio des Intefya(l%;, X;). Die Gro-
Ben

o 1

o 1 1
CVne = /0 /O Cro(p1. p2)dprd po (5.5)

hei3en mittlere Coverage-Probability fir gegebengsipd Odds-Ratid® und mittlere Coverage-
Probability fur gegebene8 des Konfidenzintervall 7.

Definition 5.2.6 (VERBUNDENE LANGENKURVE)

Es gelte das Modell (5.1) und es seign~XBIN(n, p;), j = 1,2.

KI(X1,%2) = [U(X1,X2), O(X1,X2)] sei ein Konfidenzintervall firp- p,. Das Odds-Ratibsei
0. Die Abbildungen

Lng : (0,1)% — [0,1], wobei( py, p2) — E(O(Xg,X2) — U(X1,%2)), und (5.6)
Lne.p, : (0,1) — [0,1], wobeip — Ep,(O(X1, X2) — U (X1, X2)), (5.7)

hei3en Langenkurve fir gegebenes Odds-Raatind Langenkurve fur gegebenesymd gegebe-
nesO des Konfidenzintervall I.

Anmerkung 5.2.7 Die Notation K, (-) bedeutet, dass der bedingte Erwartungswert mit gegebe-
nem p betrachtet wird. Die Ubliche Notation fiir bedingte Erwartungswerte wird &iex Griinden
der Einheitlichkeit nicht verwendet.

Lemma 5.2.8 (ERWARTETE LANGE)

Es gelte das Modell (5.1) und es seign~XBIN(n, pj), j = 1,2. K1(X1,X2) sei ein Konfidenzin-
tervall fur pp — po. FUr die erwartete Lange des Konfidenzintervalls gilt:

E(O(X1,X2) — U(X1,X2))

Lne(P1, P2)

n n—i n!

= 3 3 lotii- R R PR RICER A M)

Beweis:
Die Behauptung folgt direkt aus der Definition des Konfidenzinternvgllg X, Xz). O

2Analog zu Definition 5.2.1 wird die erwartete Lange iterativ aus einem vorgegebenem Odds-Ratio berechnet.
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5 Konfidenzintervalle fir pp — p2 (verbundene Stichproben)

Definition 5.2.9 (MITTLERE LANGE)
Es gelte das Modell (5.1). Das Odds-Ratio 8eind L, ¢(p1, p2) eine Langenkurve. Die GroRen

L 1,1
WVne = /0 /0 Lne(p1, p2)dpdpz und (5.8)

o 1
Lane’pZ = \/0 Lneva(pl)d pl (59)

heiRen mittlere Lange fir gegebenes Odds-Ratio und mittlere Lange flvegezgep und Odds-
Ratio6 des Konfidenzintervall& 1.

Definition 5.2.10 (MITTLERE KONSERVATIVITAT UND ANTI-KONSERVATIVITAT)

Es gelte das Modell (5.1) und es seien~XBIN(n,pj), j = 1,2. Das Odds-Ratio se® und
Che(p1, p2) eine Coverage-Kurve flr gegebenes Odds-Ratio des Konfidenaifgeki (X1, X).
Die Grolken

KV = / C d und 5.10

n19’p2 Cne 0 pl> (1 C()} n, 0 pz(pl) pl ( )

KVhe = / / Cn,e(pl, p2)dpdpz  bzw. (5.11)
{Cno(p1,p2)>

AKV = / C d und 5.12

n197p2 Cne 0 pl> (1 G)} n, 0 pz(pl) pl ( )

ARVne = / / ., CrolPrP2)dPLd (5.13)
{Cno(p1,p2)<

heilRen mittlere Konservativitat fur gegebenqsupd gegebenes Odds-Ratio und mittlere Kon-
servativitat fir gegebenes Odds-Ratio bzw. mittlere Anti-Konservativitdgdgebenes jpund
gegebenes Odds-Ratio und mittlere Anti-Konservativitat flr gegebends Ratiod des Konfi-
denzintervallsK I.

Definition 5.2.11 (MITTLERER ABSOLUTER FEHLER)
Es gelte das Modell (5.1). Das Odds-Ratio8eind G, g(p1, p2) eine Coverage-Kurve des Konfi-
denzintervallsK (X1, X2). Die Grof3en

1
Frop, = | Coop(P)—(1-0)ldp und 519

B 1,1
Fao = [ [ (Cuolpr.p2) — (1~ c)dpudpy (5.15)
0 JO

heiRen mittlerer Absoluter Fehler fir gegebenesupd Odds-Ratid und mittlerer Fehler fur
gegebenes Odds-Ratiades Konfidenzintervallg 1.

Definition 5.2.12 (MITTLERE STREUUNG )

Es gelte das Modell (5.1) und es seien~XBIN(n,pj), j = 1,2. Das Odds-Ratio se® und
Che(p1, p2) eine Coverage-Kurve mit gegebenem Odds-Ratio des Konfidenaltseid (X1, X).
Die Grolzen

_ 1 2
Sep = /O(Cn,e,pz(pl)—(l—o‘)) dp. und (5.16)

B 1,1
o = //(Cn,e(pl,pz)—<1—d))2dp1dpz (5.17)
0 Jo
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5.3 Konstruktion der verbundenen Coverage-Kurven

heiRen mittlere Streuung flir gegebenesupd Odds-Rati® und mittlere Streuung flr gegebenes
Odds-Rati® des Konfidenzintervall& 1.

5.3 Konstruktion der verbundenen Coverage-Kurven

Die verbundenen Coverage-Kurven werden iterativ aus einem gegabOdds-Ratio berechnet.
Hervorgehoben sei hier, dass die Coverage-Probability eine Funkiiop; und py ist. Zunachst
beobachtet man den Sachverhalt:

p1=Tu1+Tuo, P2 = Th1+ T (5.18)
Gibt man sich nun ein Odds-Ratio als fest vor, dann ergibt sich unteraterevidung von (5.18):

Tyi-Tha  Thi- (1-Ty1—Tuo—Thy) _ Tua (1—p1—p2+T1)
Th1- Th2 (p1—Tu1) - (P2 —m1) (p1+Tm1) - (p2—Tu1)

Damitgiltfuro=1:

6 =

Ty = P1- P2.

Setzt marf # 1, dann gilt:

0.0,
(0-1) p+(6-1)-pr+1 - 8>

2:(6-1) + /A2 —SfR 0<B<1
A

Th1 =

Mit diesem Parameter werden nun die Parameigund 1 mit (5.18) berechnet.

5.4 Konfidenzintervalle

Als Grundlage zur Herleitung der Konfidenzintervalle dient das verenaedModell (5.1). Die
Erfolgswahrscheinlichkeitep; und p, werden erwartungstreu durch die relativen Haufigkeiten
gemal (4.1) geschatzt.
Verwendet man relative Haufigkeiten als erwartungstreue Schatzgief&rfolgswahrscheinlich-
keiten, dann gilE(p; — pz) = E(Tu2 — Tp1). Weiterhin gilt:

Val’(ﬁlz — ﬁzl) = Val’(ﬁ;Lz) +Var(ﬁ21) — 2COV(ﬁ12, ﬁ.’zl) (5.19)

1
= n (1'[12(1 —Th2) +Th1(1—Toy) + 2TI12T[21> : (5.20)

Die Varianz zerlegt sich somit in die Summe der Varianzen der relativendh&@it®nty , und ;.
Einen konsistenten Schatzer fur (5.19) liefert das folgende Lemma.

Lemma 5.4.1 (KONSISTENTER SCHATZER FUR Vg — fp2))
Es gelte das verbundene Modell (5.1). Unter der Verwendung vo8)(bekeichnet

—_—

~ ~ R 1/. . . N A
Var(pa) = Var(fyz—To1) = - (1'[12(1 —T2) +To1(1—To1) + 21T12T[21)

einen konsistenten Schatzer fiur Viarn — To1).
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5 Konfidenzintervalle fir pp — p2 (verbundene Stichproben)

Beweis:
Die Summe von konsistenten Schatzern ist wieder konsistent. Die BehauptghgchlieRlich
durch die Verwendung von (4.18). O

Mit diesen Ergebnissen sind Statistiken aufstellbar. Als einfachste unteerdist die Wald-
Statistik (vgl. 4.21) fur verbundene Stichproben bekannt. Die Invertgedieser liefert das so-
genannte 'Wald’-Konfidenzintervall fur verbundene Stichprobessen Grenzen durch

Pr— P2tz g2 \/[(ﬁlz + 1) — (Tor— Tu2)?] /n (5.21)

gegeben sind. Betrachtet man (5.21), dann fallen drei Nachteile digseglls auf:

* Falls Ty, = Ty = 0 ist, dann folgt fur die Grenzen des Intervalif§=[U, O] = [0,0]. Im
Allgemeinen gilt jedoch, dasg, > 0 undTp: > 0 sind, sodass der wahre Standardfehler
positiv ist.

 Falls p1 = 0 ist, dann vereinfacht sich das Intervall zum Wald-Intervall-fip, und tber-
nimmt damit die schlechten Eigenschaften des Wald-Intervalls fiir eine Stiopr

» Das Zentrum des Intervalls liegt i; = p2. Analog zum Einstichprobenproblem ist eine
derartige Schatzung der Differenz nicht empfehlenswert.

Die &ul3erst geringe Coverage-Probability des Wald-Intervalls findhaeameter Ubertragt sich
auf das Wald-Konfidenzintervall fur die Differenz zweier verbureteRaten. Eine Verdanderung
des Stichprobenumfanges um zwei Erfolge und zwei Misserfolgenderée den Punktschéatzer
fur die unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit und verbesserte deuliicCoverage-Probability

des Wald-Konfidenzintervalls. Ubertragt man diese Idee auf verimen8ichproben, dann bedeu-
tet dieses, dass nun alle Erfolgswahrscheinlichkeitsschatzer fur dienBi@r der Vierfeldertafel

verandert werden mussen. In der Arbeit vaeresTI und MiN (2005) [20] wurde das Verhalten
von derartig modifizierten Wald-Konfidenzintervallen untersucht. Vezétmian also den Stich-

probenumfang n durch

n“=n+t, teN,
dann folgt daraus, dass die Schatzergubzw. p, folgendermal3en modifiziert werden:

5; _, Mt Nztt/2 5y Mutnatt/2
1 n+t 2 n+t

Setzt man diese schlieflich in die Formel (5.21) ein, dann ergibt sich dastgrtervall fir die
verbundene Differenp; — p» durch

Ny, — N} n:,+n5,) — [(N12— Nj,)2/n*

21 12 2 \/( 12 21) [(n12 21) / ]’ (5.22)
n* n*

wobei N, =n+t/4, Ny =ny+t/4, n"=n+t,

gilt.

Der grolRe Nachteil dieses Intervalls liegt darin, dass es nicht beeeiaisend ist. Bei Grenzuber-
schreitung werden die Uberstande abgeschnitten und auf +1 bzwsefizgge

AGRESTI und MIN (2005) [20] untersuchten fiir= 1,2,3,4 das Verhalten der Wald-tntervalle
und kamen zu dem Ergebnis, dass fif 2, also+1/2 fir jede Zelle, die Konfidenzintervalle
eine gute Coverage-Probability aufweisen und kaum vom 95% KOnfidezau abweichen (vgl.
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5.4 Konfidenzintervalle

[20]). Dazu dominiert der Aspekt, dass diese sehr leicht zu beraaind und damit auch in ele-
mentare Kurse Uber Statistik als Vorlesungsstoff integriert werden kdnne

Hervorgehoben sei hier aber der Fakt, dass das Vorgehen eingistisehen Verfahren folgt und
damit keine analytische Begriindung dieses Intervalls mdglich ist. Ein desN@gehen ist da-
mit nicht auf mehrdimensionale Versuchsanlagen tbertragbar.

Ein Resultat aus dem Einstichprobenproblem war, dass das Scanealinten Wilson ulerst gu-
te Eigenschaften aufweist. Uberraschenderweise wurde erst infdeit fonTanco (1998) [26]
ein Score-Test invertiert. Das Score-Intervall behinhaltet alle Paramete

A=p;—p2
fur die gilt:
[(PL—P2) — 4
V[(fu2(8) + eu(8)) —47)/n

Die Angabefi; (A) bezeichnet dabei den Maximum-Likelihood Schéatzer mgrunter der Hypo-
theseHop : (p1— p2) = A mit

< Zy/2.

Ti(d) = (VB2—4AC-B)/(2A),

A = 2n,
B = —b—c+(2n—b+0)A,
C = —cA(1-A).

In der Literatur gibt ist keine einheitliche Losung fur dieses Konfidenmmte Man erhélt die

Grenzen dieses Intervalls mit einem iterativen Verfahren, welcheglalish in den Arbeiten von
TANG, TANG, CHAN (2005) [28] undNEwcomBE (1998) [14] beschrieben wird.

In der Literatur sind zahlreiche andere, meist sehr anspruchsvoldidénzintervalle bekannt. In
dieser Arbeit wurden die aus den aktuellsten Papern [20] und

[28] mit der besten Bewertung ausgewahlt.

5.4.1 Programmierung des Score-Intervalls

Das asymptotische Score-Intervall fir die Differenz zweier verbnedRaten wurde iterativ mit
Hilfe eines Suchalgorithmus berechnet. Der Suchalgorithmus umfasstdiaiéerte vonj, die
der obigen Bedingung geniigen. Der Algorithmus zur Berechnung falgendermafien:

scoreci<-function(b,c,n,conflev) ~ #\Start mit Untergren ze
{ pa=2n # Ubergebe A
z = gnorm(1-(1-conflev)/2) # \Konfidenzlevel
ifc == n) {ul = 1} # \Vollergebnis
else{
proot = (c-b)/n
dp = 1-proot
niter = 1
while(niter <= 50){ #\starte das suchverfahren
dp = 0.5*dp
up2 = proot+dp # \ definiere die untergrenze
pb = - b - c + (2*n-ctb)*up2 # \B
pc = -b*up2*(1-up2) #C
g21 = (sqrt(pb"2-4*pa*pc)-pb)/(2*pa) #\ML-Schéatzer
score = (c-b-n*up2)/sqrt(n*(2*q21+up2*(1-up2))) #\ Test statistik

if(abs(score)<z){ proot = up2 }
niter=niter+1
if((dp<0.0000001) || (abs(z-score)<.000001)){
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5 Konfidenzintervalle fir pp — p2 (verbundene Stichproben)

niter=51
ul=up2
}

}

}
ifb == n) {Il = -1} #\Obergernze
else{
proot = (c-b)/in
dp = 1+proot
niter = 1
while(niter <= 50){
dp = 0.5*dp
low2 = proot-dp
pb =-b - c + (2*n-ct+b)*low2
pc = -b*low2*(1-low2)
g21 = (sqrt(pb"2-4*pa*pc)-pb)/(2*pa)
score = (c-b-n*low2)/sqrt(n*(2*q21+low2*(1-low2)))
if(abs(score) < z){proot = low2}
niter = niter+1
if((dp<0.0000001) || (abs(z-score)<.000001)X
I = low2
niter = 51
}
}

}
c(ll,ul)

5.4.2 Transformierte Konfidenzintervalle

Das Ziel ist, ein Konfidenzintervall fur die Differergy = p1 — p2 zu erhalten. Dieses bedeutet,
dass unter der Verwendung der Transformationsmethode die Diffstetig transformiert werden

muss. Die Funktion muss nattirlich den Anforderungen aus der Tramsfionsmethode (siehe
Kapitel 3.4) gentigen.

Definition 5.4.2 (FOLGE)
Es gelte re N — {0}. Die Abbildung

c:N—{0} =R, n~c(n),
heil3t Folge. Die Abbildung N — {0} — R heif3t Nullfolge, falldim,_...c(n) = 0 gilt.
Aus Definition 5.4.2 folgt, dass sich insbesondere Nullfolgen leicht koiesemi lassen. Es gelte
v e Q=oundA € N—{0}. Dann ist furv < n, wobeiv fest sei, durch
Vv

c:N—{0} =R, n'_)ﬁ’ (5.23)

eine Nullfolge definiert.

Satz 5.4.3(TRANSFORMIERTE VERBUNDENE STATISTIK)

Es gelte das Modell (5.1). Die Funktion ¢—1,1) — R erfllle die Anforderungen an eine Trans-
formationsfunktion aus Kapitel 3.4. Die Differenz der relativen Haufigke#ep,s—= % S g (Xak—
Xok). Durch die Verwendung des konsistenten Schatzers aus Lemma {&r4/a)(pa) gilt:

A) —9(Pa) LU~ A(0,1). (5.24)

ol L
n (dg(:A)> Vg@)

A
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5.4 Konfidenzintervalle

Insbesondere gilt, dass durch den Einbau einer Nullfolge in den Vaihéizer gemal (5.23)
durch

— — v

Var(py — p2) — Var(pr— p2) +c(n), c(n)=— (5.25)
die Aussage (5.24) gliltig bleibt.

Beweis:
DaXj "~ B(pj) gilt, gilt auch:

E(Xll— X21) = P1— P2 = Pa, Var(Xll— le) = n-Var( f)A)

Die Behauptung folgt schlieRlich durch die Anwendung dleMethode aus Satz A.0.8, des Sat-
zes von Slutzky A.0.9, des zentralen Grenzwertsatzes A.0.6 und Lemma 5.4.1. O

Korollar 5.4.4 (TRANSFORMIERTE KONFIDENZINTERVALLE FUR VERBUNDENE WRE
KOMBINATIONEN)

Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 5.4.3. Ein asymptotisches eictidezhaltendegl —
o)-Konfidenzintervall fir g ist gegeben durch:

[ﬂ, O] _ [gfl((uTransf)’gfl(OTransf)] c (07 1)7
wobei
N dg(pa) —
‘uTransf7 oTransfy 1-0/2 ( ! Var(p — 526
[ 1 g(pa) F n dpn (P1—P2) (5.26)
gilt.
Beweis:

Wegen Satz 5.4.3 und aufgrund der Monotonie und Umkehrbarkei Yolgt:

P(pA € [‘U, O]) = P(g(pA) c [[‘uTransf7 OTransfH)
P Za/zﬁ\m g((pAA))_%)i) <7 g2 "—~°1_q.
( dos )Var(pA)
Die Behauptung folgt durch die Anwendung der Gleichug; = —2z;_q 2. 0

Mit diesen Ergebnissen kdnnen nun explizit Konfidenzintervalle dueBetrachtung von Trans-
formationsfunktionen berechnet werden. Die Funktion muss naturlichrséofderungen an eine
Transformationsfunktion(T 1) — (T6)) erfullen.

Lemma 5.4.5 (TRANSFORMIERTE INTERVALLE )
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.4.3. Esrxgei:cnlA eine Nullfolge gemal (5.23). Durch
die Betrachtung und Anwendung der Funktionenscharen

: - 1 1+k+pa
mit den Ableitungen
dgk(Pa) 1+k
= s 5 5.28
dpa 1+ K2 p2 (5-28)
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und den Umkehrfunktionen

1. . exp(2x) — 1
g “:R—(0,1), wobeix— 7exp(2x)+1’ (5.29)
dann sind durch
P@HUu)<p—p<g}(0")~1-q, (5.30)
wobei
U,0" = o(Pa) £z g2 Ag(Pa) Var(pi— pa) + v
’ 2 dpa nA
gilt, asymptotische und bereichserhalteride- o )-Konfidenzintervalle fur pgegeben.
Beweis:
Die Funktionenscharen erflillen die Anforderungen an eine Tramsfiwnsfunktion. Die Behaup-
tung folgt unmittelbar aus Korollar 5.4.4. O

Analog zum Einstichprobenproblem wurden in diesem Kapitel SchanmetKeafidenzintervallen
hergeleitet. Der Vorteil der Verwendung von derartigen Konfidereasrhliegt darin, dass keine
Null- oder Vollergebnisse abgefangen werden brauchen. Die Motivation Einbau einer Null-
folge in den Varianzschéatzer liegt darin begriindet, dass das newsotrarerte Intervall ohne
Nullfolge leicht anti-konservatives Verhalten zeigt. Diese schlechte Baeit kann durch den
Einbau einer Nullfolge eliminiert werden. Die Konstruktion der Nullfolge istla@eh motiviert,
diese so variabel wie moglich zu gestalten.

Um schlieRlich ein bestimmtes Intervall aus dieser Schar auswéhlen zurk@noss eine ana-
lytische Begriindung fiir diese Auswahl geliefert werden. Dieseglstigrig, da die Coverage-
Prozesse unstetige Abbildungen darstellen und sich damit mit analytischttiodda nur sehr
schwierig oder eben auch gar nicht analytisch berechnen lasserdiddigiist die Langenkurve
keine unstetige Abbildung und somit ist die mittlere Ladnge auch mit mathematischiaodée
berechenbar. Im folgenden Satz wird daher das Verhalten der mittléregelder transformierten
Intervalle in Abhangigkeit der drei Parametrisierungsparameter uctersu

Satz 5.4.6(MONOTONIE DER MITTLEREN LANGENKURVE )

Es gelte das Modell (5.1) und;X- BIN(n, p;), j = 1,2. Es sei ¢n) = n—‘; eine Nullfolge ge-
maR (5.23) und k (0,1) die Parametrisierungskonstante der Fisher-Funktickily (X1, X2)
sei das transformierte Konfidenzintervall aus Lemma 5.4.5 in AbharitigkdParameter(k, v, A).
Lnokva(P1, P2) sei die zugehdrige Langenkurve. Dann sind durch

1,1
@ @:01-0.1 k= [ [ Lugia(prpdpdpe,
1,1
0 r:0=01 v [ [Lioka(psp)dpdpz, ma(D) <n

1,1
(c) W:N-—[0,1], }\H/O/OLn,e,k.,v,)\(plvpz)dpldev

streng monoton fallende ((a) und (c) ) und durch (b) eine streng manstigigende Funktion
definiert.

Anmerkung 5.4.7 Die Notation im Satz 5.4.6 scheint auf den ersten Blick durch die vielen Indizes
etwas verwirrend. Es soll die in dieser Arbeit gewohnte Notation, bedirgtartungswerte durch
Indizes zu kennzeichnen, nicht gedndert werden. Die drei Ablgigduim Satz 5.4.6 beschreiben,
wie sich die mittlere LAnge des parametrisierten transformierten Intervaflsalte wenn einer

der Parameter verandert wird und die anderen konstant gehaltedemer
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Beweis:

Der Beweis verlauft nahezu analog zum Beweis des Satzes 4.3.7. Dkgédhem®, " undW¥ sind
differenzierbar. Weiter ist die Transformationsfunktion bijektiv undregrenonoton steigend. Da-
mit kann das Intervall im transformierten System betrachtet werden.iEgjyden Summandén
KIxua(i,]) zu betrachten. Es kann auch angenommen werdendags (0,0). Da weiterhin

PXi=1,X= j)—l(nilj T, Ty - (1—Ta2— Toy)™ 1 > 0 gilt, folgt:

[Okv)\( ) ﬂkv)\( J)]

= Ok(P1—P2) +2Z1q/2- 1

(1+K)
1+Kk)?— (P1— P2
1+k R . . .
TAe iy k>§—+<f>i— 5)?) \/ (a2 ) — (Foa— P+ 5 ”}
. 2'217(1/2 (1+k) A A A A v
R T L) V [Pz Few)  (Fea P+ 15
——

=K AB =V

)2) '\/[(ﬁ12+ﬁ21) - (ﬁ21—ﬁ12)2+nf\ﬂ /n

— | 9k(P1— P2)

Man kann diesen Ausdruck ebenfalls als differenzierbare Funktiffassen. Fiur die partiellen
Ableitungen gilt:

) (1+K)?— (p1— f2)
@ & = {<1+k> (pl—pz))]
[ (1+K)?+ (pr— P2)?

1+Kk)?— (pr— P2)?)?

>0, da Transformationsfunktion

;| <o

) 1 1
b 5 = KABx >0
a-) 1 v
(c) = —K-AB- 7 m-ln(n)<0.

O
Hervorgehoben sei hier, dass die Monotonie unabhangig von deingjikeitsstruktur ist und
damit ist das Verfahren unmittelbar auf unabhangige Stichproben Udjeaira
Weiter beobachtet man intuitiv:

» Je groRRer die Lange, desto héher ist die erwartete Coveragebilitgba
» Die Konservativitat steigt mit fallendem k, die Anti-Konservativitét steigtstgigendem k.

» Die Streuung der Coverage-Kurve um das Nominalniveau ist firegrod fir kleines k
grof3.

Resultat 5.4.8 (OPTIMALE PARAMETERKOMBINATION )

Es gelte das Modell (5.1) und die Voraussetzungen von Satz 54,G., (X1, X2) sei das trans-
formierte und parametrisierte Konfidenzintervall in Abhangigkeit den$farmationskonstante k
und eingebauter Nullfolge(n) = nlA Die GroRenS, g kv bzw. F_n,e,k,v,)\ seien die mittlere Streu-
ung* bzw. der mittlere Fehler in Abhéngigkeit der Parameter des Intervallg ) (X1, X2) aus

3Der Summand bezeichnet einen Summanden aus der erwarteten Lange des K Iy (X1, X2)-Intervalls.
“Die Aufnahme der Parametrisierungsparameter in den Index bedeutet, dass auf diesen GroRen bedingt wird.
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5 Konfidenzintervalle fir pp — p2 (verbundene Stichproben)

den Definitionen 5.2.12 bzw. 5.2.11. Im Mittel fihrt die Kombination
11
KV =[-—=,=1 5.31
( Y 9y ) (5073’ ) ( )

zu einer lokalen minimalen Schwankung des zugehorigen CoveragesBes (g v (P1, P2) um
die (1— a)-Ebene.

Notation:

Um den Optimierungsalgorithmus leichter beschreiben beschreiben zerkdrimd nun die die
mittlere Streuung bzw. der mittlere Fehler der transformierten Konfidenzstlds Funktion der
Parameter angesehen. D.h., es gilt:

S:1,9,k,v,)\ = §(naeakvv7)\)7

Fn,e,k,v,}\ = F (n, 6, k, V, )\)

Anmerkung 5.4.9 Durch diesen Notationswechsel wird der Algorithmus UbersichtlichdseAu
dem wird aus dieser Schreibweise ersichtlich, dass die mittlere Streumngl®zmittlere Fehler
nicht als Ergebnis betrachtet werden, sondern als formale GrundlagdiéiOptimierung und
damit zur Herleitung des neuen transformierten Intervalls.

Herleitung:

Durch die eingebaute Nullfolge in den Varianzschatzer soll die optimaler®aneonstellation
der Nullfolge sowie die Konstantebestimmt werden, die zu einer minimalen Schwankung der
Coverage-Kurve um die Nominalebene fiihren. Um ein allgemeines Hsgebrerhalten, muss
der Optimierungsalgorithmus verschiedene Stichprobenumfange undRadids enthalten.

Der Dreidimensionale Ergebnisraum fordert einen Trilevel Optimierdggathmus aus dem Be-
reich der multikriteriellen Optimierung. In dieser geht es allgemein darum, dash@n einer
Zielfunktion Z(x,y,z) in x zu finden, unter der Nebenbedingung, dasskby als auch z opti-
mal sind. Vereinfacht wird dieser Sachverhalt, indem der Trilevel Aflgous auf eine Bilevel
Optimierung reduziert wird. Dieses ist moglich, indem zwei der Paranxeyeoder z als Paar
angesehen werden. Hier z.B (x,y). Die zu optimierende Zielfunktion lalgetia allgemeiner
Form:

Z(x,y,Z") — min,

unter den Nebenbedingungen:
Z'=minZ(x.y,2),

(x,y,z) >0 (Nichtnegativitatsbedingunggn
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5.4 Konfidenzintervalle

Ubertragt man dieses allgemeine Programm, dann gilt es folgendes Optinsigatiegu zu l6sen:

l Nt Ns

Zy = n;,0;i, K v,A min, 5.32
1= e 2, 2 M )= min (5.32)
unter der Nebenbedingung:
nt Ns _
K* = min ni,0i, K v,\), 5.33
k%m;;a., ) 539
nt Ns _
F(ni,8;,K*,v,A) — min, 5.34
= nT, 1;1 1,6 ) — mir (5.34)
unter der Nebenbedingung:
1 nt ns _
K* = min F(ni, 0,k v,A 5.35
knsnT,l.Zl 105, kv, (5.35)

(WA, k) >

Die GroRems bzw. nt bezeichnen dabei die Anzahl der Stichprobenumfange bzw. OditssRa
Das Optimierungsprogramm ist also vereinfacht so zu verstehen, aaditimum einer Funkti-
on, welche auf den Mittelwert bestimmter Doppelintegralfunktionen abbilderdnKomponen-
ten gesucht ist.

Eindeutigkeit der Lésung:

Aus der Struktur des Programms folgt direkt, dass es keine eindeutiged @&ben kann, son-
dern eine bestimmte Menge von Kombinationen, die die bestmdglichen Lésuntigiit.eDas
Ziel des Algorithmus soll nicht die Losung an sich, sondern die Qualitat. dsung sein. Not-
wendigerweise missen daher vorab Abbruchbedingungen verevdraien. Als Losungsmenge
aller Kombinationen{v,A, k} soll die Menge angesehen werden, bei welcher sich die Ergebnisse
um nicht mehr als £ 10° unterscheiden.

Kriterien zur Vorauswabhl:

Unter den Kriterien zur Vorauswahl versteht man Verfahren, mit ddmsstimmt wird, welche
notwendigen Variablen als fest ibergeben werden. Wie oben erwitssen verschiedene Stich-
probenumfange und Odds-Ratios Ubergeben werden. Ausserdesmmitwener Paramtermenge
mit verschiedeneifv,A) Konstellationen angefangen werden. Weiterhin sind die Grégemd
nr festzulegen.

Als Hauptkriterium zur Vorauswahl dienen in diesem Verfahren die @meKurven, welche
durch sehr viele verschiedene Parameterkonstellationen optisch ausgjemurden. Anhand de-
ren wurde entschieden, dass folgende Werte als fest vorgegebdenve

 Stichprobenumfange

i=1 2 3 4 5 6 7
n=20 30 40 50 60 70 100.

Diese Auswabhl ergab sich, weil sich ab einem Stichprobenumfangve20 alle unter-
suchten Verfahren (Agresti und Transformiert) als anwendbarfaMean herausstellen. Bei
einem Stichprobenumfang von weniger als 20 sind alle Verfahren nichewelbar. Begon-
nen wurde daher mit einem Stichprobenumfang nea20. Aufgrund der hohen Rechen-
zeit bei hoheren Stichprobenumféangen wurden diese in zehner Stleritiéht. Ausserdem
wurde, um auch ein Resultat flr sehr hohe Stichprobenumfange zuiénézg ein Stich-
probenumfang von n=100 implementiert.

¢ Odds-Ratios

53



5 Konfidenzintervalle fir pp — p2 (verbundene Stichproben)

=1 2 3 4
6=1 2 3 4.

\Vorgehen:

Der Algorithmus verlangt ein spezielles Suchverfahren. Als Startwenteleine beliebige Trans-
formationskonstant& mit dem Ziel, im ersten Iterationsschritt die optiméaleA )-Kombination
flr dieses beliebig vorgegebekeu finden. AnschlieRend wurde die optim@le\ )-Kombination
in die k-Optimierung eingesetzt. Dieses wurde so lange wiederholt, bis Eindeutiykisithen
den Ergebnissen bestand.

Durchfihrung:

Als numerische Integrationsmethode wurde die zusammengesetzte TragelzaRgewendet. In-
tegriert wurde auf 10000 Integrationsstitzstellen. Die Konstlrter Transformationsfunktion
wurde zum Beginn des Optimierungsalgorithmus durch einen kleinen Stadrgetzt, so dass
man sich beim erstmaligen Vorliegen der\ )-Kombination zu einem gréReren oder noch kleine-
ren k vorarbeiten konnte. Als Startwert diekte- 1/1000.

Ergebnis:

Die Ergebnisse der Optimierung werden grafisch in den Abbildungen 8.5.@rgezeigt.
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Abbildung 5.1: Contour Plots des zweiten Iterationsschrittes mit k=1/50
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5 Konfidenzintervalle fir pp — p2 (verbundene Stichproben)

5.5 Vergleich der Konfidenzintervalle

Verglichen werden nun das neu hergeleitete transformierte Intervall kdnbéen sehr guten In-
tervallen aus der Literatur. Dazu wird auch das Ausgangsintervall (Watdn die Analyse ein-
bezogen um den Grad der Verbesserung ersichtlich zu gestalten.

5.5.1 Coverage-Kurven

In den Abbildungen 5.3 und 5.4 werden auf= 0.5 bedingte Coverage-Kurven als Funktion von
p1 der untersuchten Intervalle bei einem Stichprobenumfangweit0 gezeigt. Es wurden zwei
verschiedene Odds-Ratios vorgegelis (1, 3). In diesen beiden Abbildungen erkennt man deut-
lich, dass das transformierte (und optimierte) Intervall die beste Covehambility aufweist.

0.97
I
0.97

p2=0.5 p2=0.5

0.96
I
0.96

095
0.95

0.93
0.93
I
0.93

0.92
0.92
I
0.92

Transformiert Agresti - Score

Abbildung 5.3: Coverage-Kurven mit n=60 und Odds-Ratio 8 = 1 bei gegebenem p,

p2=0.5 p2=0.5
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I
0.96

95
0.95

094
I
0.94

0.93
0.93
I
0.03

0.92
0.92
I
0.92

00 0.8 10

Transformiert Score

Abbildung 5.4: Coverage-Kurven mit n=60 und Odds-Ratio 8 = 3 bei gegebenem p»

Weiterhin zeigt die folgende Tabelle exemplarisch numerische Werte vedscter Malle.
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5.6 Numerische Ergebnisse

Tabelle 5.1: Numerische Integrationsergebnisse mit n=25 und gegebenem Odds-Ratio 8 = 3 und

p. =0.50.1
P2 Methode Coverage Konservativitat Anti-Konservativitdt Fehler Streuung Lange
0.5 Wald 0.933 0 0.0172 0.0173 0.0181 0.436
Agresti 0.947 0.001 0.004 0.005 0.006 0.434
Transformiert 0.948 0.001 0.003 0.004 0.006 0.440
Score 0.952 0.004 0.002 0.005 0.007 0.448
0.1 Wald 0.923 0 0.0286 0.028 0.035 0.354
Agresti 0.954 0.007 0.003 0.01 0.013 0.375
Transformiert 0.951 0.005 0.005 0.010 0.015 0.368
Score 0.962 0.012 0.0003 0.013 0.015 0.389

5.6 Numerische Ergebnisse

Tabelle 5.1 zeigt die numerischen Ergebnisse der dargestellten Malledreigegebenem Odds-
Ratio® = 3 und gegebenem,=0.5,0.1. Integriert wurde dabei Uber MO Stlitzstellen. Aus der
Tabelle ist zu erkennen, dass alle Intervalle, au3er dem Wald-Inteziradl sehr gute Coverage-
Probability haben.

Die Ergebnisse der numerischen Integrationen werden grafisch in Abbils.6 dargestellt. Die
Grafiken zeigen die Mal3e fur die mittlere Coverage-Probability, Langes&wativitéat, Anti-
Konservativitat, Fehler und Streuung der Intervalle. Gemittelt wurdeidddss vier Stichprobe-
numfange. Diese lauten:

n; = 25,30,40,50.
Aufgetragen sind dabei diese Mittelwerte fr vier verschiedene Gidios
6;=1234

Integriert wurde auf 10000 10000 Stutzstellen.

Aus der Abbildung 5.6 geht deutlich hervor, dass das transformiertevétitén allen Maf3en,
aul3er in der Lange, alle untersuchten Intervalle deutlich dominiert. Diedfeaitsvitat des Wald-
Intervalls ist gleich Null fir alle gegebenen Odds-RafioBbenso ist die Anti-Konservativitat des
transformierten Intervalls nahezu Null fur alle AulRerdem ist die Konservativitét des transfor-
mierten Intervalls am geringsten, was durch die auf3erst geringe Skhmgabzw. Streuung um
die Nominalebene 4 a begriindet werden kann. Das Score-Intervall von Tango ist setaekva-
tiv. Wie auch schon in Abbildung 5.4 zu erkennen ist, ist die Streuung da®3ntervalls hoch.
Das ubertragt sich auf den mittleren Fehler. Aus Abbildung 5.4 ist ebertaiskennen, dass das
transformierte Intervall am Rand eine sehr gute Coverage-Probabititynh&egensatz zu den
anderen Verfahren, die am Rand meist eine grof3e Streuung aufzeigen

Zusammenfassend laRt sich festhalten, dass das transformierte Intetealden untersuchten,
der Literatur nach besten Intervallen, das beste Intervall ist und gybangewendet werden
sollte.

AbschlieRend wird eine 3D-Grafik des Coverage-Prozesses uh@dgenparaboloiden des trans-
formierten Intervalls gezeigt. Programmiert wurde dazu das Intervall aggrBmmpaket 'R’. Das
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5 Konfidenzintervalle fir pp — p2 (verbundene Stichproben)

Zusatzpaket 'lattice’ erstellt schlieZlich sogenannte 'Wireframes’ votrikémn, indem fur jeden
Eintrag der Matrix ein Punkt im 3D-Koordinatensystem erzeugt wird. gvaue Hintergrund ist
dabei (leider) fest in das Paket implementiert. Im Paket 'Scatterplot &bt @in mit Gitternetz-

versehener Raum als visuelle Grundlage. Leider kann dieses Pateh jegine Matrizen lesen.
Auf den Aufwand, den Datensatz in die Form zu verandern, dass jeaeamfer aup, festgehal-

ten wird undp stetig lauft, wurde verzichtet.

Die Resultate zeigt Abbildung 5.5.

Abbildung 5.5: Langenparaboloid und Coverage-Prozess Transformiert mit 6=1 und n=40
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6 Konfidenzintervalle fir P11 — P2 (Uunverbundene
Stichproben)

Untersucht und analysiert werden nun Konfidenzintervalle fir dieeBifiz zweier unverbundener
Raten.

6.1 Vereinfachtes Modell mit unabh&ngigen Stichproben bzw.
Methoden

Als Grundlage dient ein Bernoullimodell mit zwei unabhangigen Stichprobsiseien

X; WB(p), i=12 k=1,....n
np Nn
=Y = Z Xyj ~ BIN(ny, p1) und Y, = Z Xoj ~ BIN(ny, p2). (6.1)
=1 =1

Die Differenz der Erfolgswahrscheinlichkeiten ggi= p1 — p».

In Anlehnung an das Einstichprobenproblem &&i(ki, k2) ein Intervall, welches aus den Erfol-
genk; undk; ausn; bzw.n, Versuchen berechnet ist. Bevor Statistiken vorgestellt werden, werde
zunachst die allgemeinen Malie erlautert. Die Definitionen und teilweisedi@dherleitungen
ahneln den verbundenen Stichproben.

6.1.1 Gltemalle

Definition 6.1.1 (UNVERBUNDENE COVERAGE-PROBABILITY)
Es gelte das Modell (6.1). Es s&l7(Y1,Y2) ein Konfidenzintervall fir p= p; — p2. Das Maf}

P(pa € KI1(Y1,Y2))
heif3t unverbundene Coverage-Probability des KonfidenzinterkallsDie Abbildungen

Chun, - (0, 1) [0,1], wobei(p1, p2) — P(pa € X1(Y1,Y2)), und (6.2)
Chinp.ps - (0,1) — [0, 1], wobei p — P(pa € K1(Y1,Y2)), (6.3)

heiRen unverbundener Coverage-Prozess bzw. alaégingter unverbundener Coverage-Prozess.

Lemma 6.1.2 (EXAKTE UNVERBUNDENE COVERAGE-PROBABILITY)
Es gelte das Modell (6.1) und es il (Y1, Y>) ein Konfidenzintervall fur g Fur die
Coverage-Probability gilt:

ny 17] n n B B
Con(Prope) = 5 3 Tncrcroaso () (1) =PSB (L. (04

k1=0kp=0
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6 Konfidenzintervalle fir p; — p2 (unverbundene Stichproben)

Beweis:

P(pa € KI1(Y1,Y2)) = Cnl,nz(pla p2) =E (HpAeKI(Yl,Yz))

n

- Z z ]IDAEKI ki, kz = ki, Y2 = ko)
k1=0ko=0
< n\ /n - -
= 2 Z Tonex 1k ko) <kl> <k2> Pi(1— po)™ M pi (1 py)™ e,
k1=0kp=0 2

Lemma 6.1.3 (EIGENSCHAFTEN DES UNVERBUNDENEN COVERAGE-PROZESSES)
Es gelte das Modell (6.1). Es s&i/(Y1,Y>) ein Konfidenzintervall fur p= p1 — p2 mit zugeho-
rigem Coverage-Prozess,G, (p1, p2). Dann gilt:

(1) Cﬂl nz(p17 pZ) ist unstetig
2 G, o, 1(p1) ist symmetrisch ump= 2,

(3) Esgilt stets G n,(P1, P2) = Cny,ny (P2, p1) und damit im Allgemeinen
Cnl,nz(plv p2) 7é Cﬂ27n1(pla pZ)'

Beweis:
(1) Die Unstetigkeit folgt aus der Unstetigkeit des Indikators.
(2) Seid € (0,3) gegeben, dann gilt:

1
Cn1~n27% <2+6>
n np n ) 1 k1 1 ny—ki 1 ko 1 ny—ky
- yymenn()(0) 49) G9) (5) (5)
1 K2
ng np N Ny 1 ki 1 ny—ki 1 ko 1 no—ko
- yyteenn(0) () G-0) () (5) (5)
1 K2
1
Cnlynz,% <2 —6> .

©)

ni

ni N _ _
Cnl-,nZ(plv pZ) = z z ]Ipl sz?(I k1 k2) <k > <k2> plil(l_ pl)nl k1p|§2<l_ pz)nz ke

k1 02—

ny n _ _
- z z Lo, —prer(ake) <k > <k§> pl:tl(l— p)™ klpléz(l_ p2)"™ o

ko=0k;=0
- an,nl(p27pl)‘
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6.1 Vereinfachtes Modell mit unabhangigen Stichproben bzw. Methoden

Aus Lemma 6.1.3.3 folgt direkt, dass die zu analysierenden Stichprobergstetinet werden
mussen um aussagefahige Ergebnisse zu bekommen. Orientiert man sinltlidsan einer ge-
gebenen GrolRenrelation der Stichprobenumfange, dann sind demraetzeligten Coverage-
Kurven falsch. Um gute Ergebnisse zu bekommen, sei deshalb verteinba

Die Stichprobenumfange erfillen stets folgende Relation:
ny > no.
Es werden nur Konfidenzintervalle fir

P1—P2=pPa

betrachtet und analysiert.

Abbildung 6.1: Anforderungen an die Stichprobenumfénge bei unverbundenen Stichproben
Die Symmetrieeigenschaft tbertragt sich natirlich auf den unbedingbees$. Damit wird
auch hier der Programmieraufwand erleichtert.

Definition 6.1.4 (MITTLERE UNVERBUNDENE COVERAGE-PROBABILITY)
Es gelte das Modell (6.1). Es s&i/(Y1,Y>) ein Konfidenzintervall fir pmit zugehdrigem
Coverage-Prozess\Cn, (p1, p2). Die GroRen

- 1,1
CUnpn, = /o/ocnl,nz(pl,pz)dpldpz und (6.5)

o 1
CUnl,nzDz = /()Cn17n27p2<p1)dp1 (6.6)

hei3en mittlere unverbundene Coverage-Probability und mittlere unnddne
Coverage-Probability fir gegebenes gies Konfidenzintervall& 1.

Definition 6.1.5 (UNVERBUNDENE LANGENKURVE)
Es gelte das Modell (6.1) und es il (Y1,Y>) ein Konfidenzintervall fur p Die Abbildungen

Lngn, © (0,1)? — [0,1], wobei(py, p2) — E(O(Y1,Y2) — U(Y1,Y2)), und (6.7)
Ln1’n27p2 (07 1) — [07 1]7 WObeI n_ = Ep2<O(Y1’Y2) — ((,‘I(Y]JYZ))7 (68)

heil3en unverbundene Langenkurve und unverbundene Langenkit gegebenem, des Konfi-
denzintervallsK I.

Anmerkung 6.1.6 Analog bedeutet die Notationpf dass der auf pbedingte Erwartungswert
betrachtet wird.

Lemma 6.1.7 (ERWARTETE UNVERBUNDENE LANGE)
Es gelte das Modell (6.1) und es s&iI(Y1,Y2) ein Konfidenzintervall fiir p mit zugehoériger
Langenkurve k, n,(p1, p2). Fur die erwartete Lange gilt:

o ny\ /n
I—nl,nz P1, pz Z Z k]_,kz (k]_’kz)] <k1> <k2> piil(]__ pl)nlfkl pléZ(l— pz)nszz.
ki=0k=0 1 2
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6 Konfidenzintervalle fir p; — p2 (unverbundene Stichproben)

Beweis:
Es gilt:

E[O(Y1,Y2) — U(Y1, Y2)]
zlz Ollle) o fa) (Ei) (@pﬁl“‘pﬂ“klp§2<1—pz>”2kz.

ki=0k>=0

Definition 6.1.8 (MITTLERE UNVERBUNDENE LANGE)
Es gelte das Modell (6.1). Es s&iI(Y1,Y2) ein Konfidenzintervall fur p mit zugehdriger Lan-
genkurve k, n,(p1, p2). Die GroRBen

o 1 ,r1

LUnn, = /0 /0 Lng,n, (P2, P2)dprdpz  und (6.9)
o 1

LUninpp, = /OLnl,nz(pl)dpl (6.10)

heiRen mittlere unverbundene Lange und mittlere unverbundene Largggibenespdes Kon-
fidenzintervallsK I.

Lemma 6.1.9 (EIGENSCHAFTEN DER UNVERBUNDENEN LANGENKURVE)
Es gelte das Modell (6.1). Es s@&i(Y1,Y2) ein Konfidenzintervall fur p mit zugehdriger Lan-
genkurve k, n,(p1, p2). Dann gilt:

(1) Lngn,(p1, p2) ist auf(0,1)? total differenzierbar und damit stetig.
(2) Lpynp,2(Pr) ist symmetrisch umap= 1.

(3) Lngny(P1, pz) beschreibt einen nach unten geéffneten Paraboloiden mit Maximum in
Lnlvnz (2’ 2

Beweis:

(1) Die partielle Differenzierbarkeit folgt aus der Existenz der partiefefeitungen der ein-
zelnen Summanden. SchlieBlich gilt:

aLnl_nz ML <n1> (nZ) k ny—k;
T _ O(ke, k) — TU(ky, k 2(1— po)™ e x
ops klekZZ 1,kz) — U(ky, ko)) k) Lo P2’ (1—p2)
[pl 1-py >”1*k1*1(k1<1— p) — P —ko)) |
al_nl_n2 <nl> <n2> k np—k
_ -1 = e k ’k k ’k 1 1_ 1 ! X
op2 klzm(zz vle) ~ Ulate) ki/ \ka Pr(l=p)

[pz 1 py)ehet (kz(lf P2) — P2(n2 — kz)ﬂ :

Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt die totale Differenzidwiar
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6.1 Vereinfachtes Modell mit unabhangigen Stichproben bzw. Methoden

(2) Esseierd € (0, %) und p2 gegeben, dann gilt:

1 N
Ln17n22<2+6> = z z (k1, ko) — U(ky, ko) x

k1=0kp=0

D) -9

n

= Z Z kl,kz (kl,kz)} X

k1=0ko=0
n Ny }_6 kg }—'_6 M —ky } ko } n2—kz
ki / \ ko 2 2 2 2
1
= Lnan’% (2 - 6) .

(3) Der Beweis verlauft analog zum Beweis des Maximums der Langeakor Einstichpro-
benproblem. O

Definition 6.1.10 (MITTLERE UNVERBUNDENE KONSERVATIVITAT und ANTI-KONSERV
TIVITAT)

Es gelte das Modell (6.1). Es s&i(Y1,Y>) ein Konfidenzintervall fir pmit zugehérigem unver-
bundenen Coverage-Prozess £ (p1, p2). Die Grol3en

KUnm = [ Couro (P, P2)dprid e und (6.11)
Cnl np p17p2)>1ia}

KU = / d bzw. 6.12

N1,N2, P2 {Cnl,nz,pz(pl)zlfd}Cnl’anZ(pl) P1 ( )

AKUp, p, = // Chin(P1, p2)dprdp,  und (6.13)
Cnl ny p17p2)<1ia}

AKU = / d 6.14

Ny,N2, P2 {Cnl,nz,pz(pl)ﬁlfa}Cnl’n27p2(pl) &1 ( )

hei3en unverbundene mittlere Konservativitat und unverbundene mKibarservativitat flr ge-
gebenes p bzw. unverbundene mittlere Anti-Konservativitat und unverbundene naitlati-
Konservativitat fir gegebenes des Intervallsk I .

Analog zum Einstichprobenproblem werden diese MalRe mit Hilfe der @geelKurven des In-
tervalls K I berechnet und als die Gesamtflache (Gesamtvolumen) zwischen dea@a¥arrve
und des Konfidenzniveaus angesehen.

Definition 6.1.11 (MITTLERER UNVERBUNDENER FEHLER BZW. DISTANZ )
Es gelte das Modell (6.1). Es s&i/(Y1,Y>) ein Konfidenzintervall fir pmit zugehdrigem
Coverage-Prozess Cn, (p1, p2). Die GroRen

1,1
FUnm = [ [ (Cooe(pipo)~(1-)ldpdp; und (6.15)

7 1
FU n,ng,p2 — /0 |Cﬂ1.,n27p2(pl) - (l - G)|d P1 (6-16)

heiRen unverbundener mittlerer Fehler des Interv&{l$ und unverbundener mittlerer Fehler ftr
gegebenesjdes Konfidenzintervall& 7.
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6 Konfidenzintervalle fir p; — p2 (unverbundene Stichproben)

Definition 6.1.12 (MITTLERE STREUUNG )
Es gelte das Modell (6.1). Es s&iI(Y1,Y2) ein Konfidenzintervall fur pmit zugehdrigem Coverage-
Prozess G n,(p1, p2). Die GroRRen

o 1,1
SUnm = |/ [ [ Cum(prp)~(1-0)%dpdp, und  (617)
0 JO

_ 1
SUnl-,n2792 = \//0 (Cnl,nz,pz(pl) - (1—0))2dp1 (6.18)

heiRen unverbundene mittlere Streuung des Prozesses des Intervallgniverbundene mittlere
Streuung mit gegebenem ges Intervallsk .

6.2 Konfidenzintervalle fir pa = pP1— P2

Die Intention zur Herleitung und Beschreibung der Intervalle lehnt sichaendas verbundene
Zweistichprobenproblem an. Es sind daher nur die notwendigsten Agsgankte aufgelistet.
Ausgangspunkt sei das Modell zur Beschreibung von zwei umadfpéin dichotomen Stichpro-
ben. Ein asymptotisches Konfidenzintervall fijr— p, ist gegeben durch

L pr(1— 1) Po(l— P
pl—pzilizlg\/ Pil =), oLl (6.19)

Ny n2

und wird analog zum Einstichprobenproblem als das Wald-Konfidenzaltdyezeichnet (vgl.
[19]). Die Coverage-Probability dieses Konfidenzintervalls ist &uffgensng, besonders fur klei-
ne Stichprobenumfange. In der Arbeit vaoresTI und CarrFo (2000) [19] wurde ein Verfahren
veroffentlicht, welches auf dem heuristischen Ansatz der Konstruk&snAdjresti Intervalls far
einen Parameter aufbaut. Die Idee dazu soll sein, auf den Gesamtdbiehpnafang N eine ge-
wisse Anzahl von Erfolgen und Misserfolgen zu addieren und damitatiét3er der Erfolgswahr-
scheinlichkeiten zu verandern. Das neue Intervall ergibt sich schlie®lidem diese Schéatzer in
die Gleichung des Wald-Intervalls eingesetzt werden. Das sogenagrestiAKonfidenzintervall
(Wald+t-Intervall) hat damit folgende Gestalt:

. p1(1—P1) | Pa(1l— P
plpzizl_g\/pl( - |01)Jr P2( - IO2)7 (6.20)
N N
.4 b
wobei f)i:k'i—k‘t‘, ﬁi:ni+£, i=12,

gilt. Dieses Intervall ist, wie auch das Wald-Intervall, nicht bereichserhd. Ragen die Ober-
bzw. Untergrenze Uber +1 bzw. -1 hinaus, dann werden den Grelezé\Vert +1 bzw. -1 zugewie-
sen.AGRESTI undcarro (2000) [19] kamen zu dem Ergebnis, dass insgesamt vier Beobaeintung
auf den Stichprobenumfang addiert werden- zwei Erfolge und zwBeNblge. Die Herleitung
folgt auch hier einem heuristischen Verfahren, indem die Wallatervalle fur verschiedene Ma-
3e verglichen werden.

NEwcomBE (1998) [30] untersuchte elf verschiedene Verfahren zur Konstmukon Konfidenz-
intervallen fiir die Differenz zweier unabhangiger Erfolgswahrsdtubikeiten. In der Arbeit wur-

de ein Verfahren vorgestellt, dass das Wald-Konfidenzintervall &cheterbessert und ahnlich
zum Wilson-Intervall konstruiert wird. Auch dieses neue Intervall tehtsaus der Invertierung
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6.3 Transformierte Statistiken

eines Score-Tests. Genauer gesagt ist das sogenannte 'Hybril-Bitervall von Newcombe ein
Hybrid (so wie der Name bereits verrat) bzw. eine Mischung aus derbBiggen des Einstich-
probenproblems.

Es seien

(i, u;) (6.21)
die Losungen im; fur
B — pil
pi(1—pi)/ni
Newcombes Hybrid-Score Intervall lautet schlielich:

. . (11 u(l—uw) . . ui(l1—u lo(1—1
pl—pz—za/z\/ 1l - D, el o 2);p1—pz+za/2\/ 1 . L) |l = 2| (623

Dieses Intervall hat die Eigenschaften, dass es bei auftretenderoNet/\ollergebnissen an den
Randern nicht degeneriert. Damit ist dieses Intervall auch fir have-kbeine Effekte einsetzbar.

6.3 Transformierte Statistiken

Die transformierten Intervalle lehnen sich eng an das verbundene Zwpistiienproblem an.
Auch bei unverbundenen Linearkombinationen der Wahrscheinlicinkeiezden diese mit der
Fisher-Funktion transformiert. Analog missen die Null-und Vollergebrabggfangen werden.
Dieses geschieht durch den Einbau einer Konstaktiendie Transformationsfunktion. Die Ei-
genschaften und Folgerungen aus der Konstanten Ubertragen tsipheehend aus Kapitel 5.4.2.
Ausserdem wird auch hier der Varianzschatzer durch eine Nullfolgéfizied, da die transfor-
mierten Intervalle sonst leicht anti-konservativ sind. Das monotone Werhder mittleren Lange
der Konfidenzschar Ubertragt sich aus dem verbundenen Zweistiidproblem. Die Nullfol-
ge muss im unverbundenen Fall aus zwei Stichprobenumféangen kertssein. Um schliel3lich
ein analoges Vorgehen zum verbundenen Zweistichprobenproblesigen zu kdnnen, wird bei
diesern = n; + ny festgelegt und diese Beziehung in die Konstruktion der Nullfolge aus)(5.23
eingesetzt.

Lemma 6.3.1 (TRANSFORMIERTE INTERVALLE)
Es gelte das Modell (6.1). Es s§j, i=1,2, die relative Haufigkeit der jeweiligen Stichprobe
und es seppp = P1 — P2 die Linearkombination dieser erwartungstreuen Schatzer. Weiterhin sei

c(ng,np) = m eine Nullfolge gemalf (5.23). Durch die Betrachtung und die Anwendung de
Funktionenscharen
_ B 1 1+k+pa

O (-L1) =R, (pr—p2)= pAHE'bg <]_+|(_pA>a (6.24)

mit den Ableitungen
dok(Pa) 1+k
= 6.25
dpa (1+k)2—p} (629
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6 Konfidenzintervalle fir p; — p2 (unverbundene Stichproben)

und den Umkehrfunktionen

1. exp(2x) — 1
g R—(01), x— exp2x) + 1’ (6.26)
dann sind durch
P@HU" ) <p—-p<g*(0"))=1-aq, (6.27)
wobei
R do(p P1(1— P Po(1— P
U, 0" = g(Pn) £ g 9 n)  [Pu1=P) , Poll=Po) +¢(n1, o)
dpa ny n2
gilt, asymptotische und bereichserhalteride- o )-Konfidenzintervalle fur pgegeben.
Beweis:
Der Beweis verlauft analog zu der Herleitung des transformierten Kemdidtervall fir die ver-
bundene Differenp; — p2 (siehe Lemma 5.4.5). O

Wie bereits erwahnt, bewirken die Parametrisierungsparameter einedeenig der Coverage-
Probability. Es muss ein spezielles Intervall aus der Schar ausgewéaiknwediese Auswahl
muss analytisch begriindet werden. Die Auswahl eines Intervalls wiedog zum verbundenen
Design, durch eine multikriterielle Optimierung hergeleitet. Die Existenz der Miniolees die
Monotonie der mittleren Langenkurven (vgl. Satz 5.4.6).

Satz 6.3.2(OPTIMALE PARAMETERKOMBINATION)

Es gelte das Modell (6.1). Es s&{ I (Y1,Y2) das transformierte und parametrisierte Konfi-
denzintervall in Abhangigkeit der Transformationskonstante k mit Zuggdm Coverage-Prozess
Cn, np.kv Und eingebauter Nullfolge(ng, np) = m Die GroRerSUn, n, kva DPZW.FU, n, kva
seien die mittlere Streuung bzw. der mittlere Fehler in Abhangigkeit demiatier aus den Defi-

nitionert 6.1.12 bzw. 6.1.11. Im Mittel fiihrt die Kombination

(K v, A¥) = (1 1,2) (6.28)

50’
zu einer lokalen minimalen Schwankung des zugehérigen CoveragesBes C ., kv (P1, P2)
um die(1—a)-Ebene.

Analog zum verbundenen Design wird bei der Optimierung ein Notatiortssebégorgenommen.
In der Optimierung geht es darum, dass Verhalten der Coveragetilitghia Abhangigkeit der
Parametrisierungsparameter zu analysieren. Es wird daher der mittldez Bah. die mittlere
Streuung der Konfidenzschar als Funktion der Bedingungsparameiesehen. Es gilt also

@nl,nz,k,v,)\ = @(nla n27 k,V,A),
mI’11.I'12,|(7\/,)\ = m(nla n25 k,V,)\)

Herleitung:
Das Vorgehen zur Bestimmung der optimalen Intervalle erfolgt analog zumeBidgorithmus

1Die Aufnahme der GréRen K, v, A in den Index bedeutet, dass auf diesen numerischen GréRen bedingt wird. Diese
werden also fest vorgegeben.
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6.3 Transformierte Statistiken

aus dem verbundenen Zweistichprobenproblem. Natirlich muss deritAlgos verschiedene
Stichprobenumfange enthalten. Zugelassen sind sowohl gleiche, alsiagieiche Stichprobe-
numfange. Vorsicht sei allerdings bei der Wahl der Stichprobenugeféieboten. Der Optimie-
rungsalgorithmus muss so programmiert sein, dass die Bedingung ausukighfid. nicht verletzt

Analog zum Aufbau des Programms aus Satz 5.4.8 gilt es nun folgenden Qptigsalgorithmus

wird.

Zu lésen:
Z;
k*
Z
k*

Ergebnis:

1 NN § .
NN iZlJZlSU(nl.,nzj,k JVA) — rclhn,
~——
Ngj=>N2j
unter den Nebenbedingungen:
N1 N

min SU(ngj, noi, K, v, A
kl N1N2i;gl (- 1zp V),

——
Nyj >Ny

V,A k>0,
1 N1 N2

FU (ngj,npj, K, v, A min,
N1Np i;; (N 2 )= VA

N——
Ngj>Ny;

unter den Nebenbedingungen:

1 NN
min EU (N Moi K.V,
k NlNZileZl (i, naj, kK, v, A),

N——
N1j >Ny

V,A, k> 0.

Als Stutzstellen wurden diese Stichprobenumfange Ubergeben:

 Stichprobenumfangey; der ersten Stichprobe, wolek 1,..., N gilt:

« Stichprobenumfangey; der zweiten Stichprobe, wobgi= 1, ..., N, gilt:

i = 35, 40,45, 50.

nyj = 20, 25,30,35.

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

69



6 Konfidenzintervalle fir p; — p2 (unverbundene Stichproben)

Mit diesen Stltzstellen wurde das folgende Resultat erzielt:

Include condition: Streuung<0,00562 Include condition: Fehler<0,00344

FUONRRS
WNR A

Abbildung 6.2: Ergebnismenge der unverbundenen Optimierung
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Abbildung 6.3: Ergebnisse der unverbundenen k-Optimierung

6.4 Vergleich der Konfidenzintervalle

Der Vergleich der vorgestellten Verfahren erfolgt sowohl grafisds,auch anhand mathemati-
scher MalRe. Zunachst werden die Coverage-Prozesse der &uifitervalle in den Abbildungen
6.4 und 6.5 dargestellt. Bedingt wurde hier gogf= 0.1,0.5. Ausserdem wurden dabei gleiche
Stichprobenumfange mit; = n, = 40 verwendet.

70



6.4 Vergleich der Konfidenzintervalle

6.4.1 Coverage-Prozesse

Es werden zunachst die unverbundenen Coverage-Prozessetelesuchten Konfidenzintervalle
in den Abbildungen 6.4 und 6.5 gezeigt. Aus Platzgriinden bzw. aus @niohet Ubersichtlich-

keit wird das Wald-Konfidenzintervall fir unverbundene Stichprabeergleich der Coverage-
Kurven nicht gezeigt.
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Agresti Transformiert Hybrid—Score

Abbildung 6.4: Coverage-Kurven bedingt auf p2=0.1 mit Ny =np = 40

) p2=0.5 ) p2=0.5 . p2=0.5
Agresti ' Transformiert Hybrid—-Score

Abbildung 6.5: Coverage-Kurven bedingt auf p=0.5 mit ny = n, =40

Weiterhin wurden die vorgestellten Mal3e untersucht. Die Ergebnisse/d#igtung 6.6.

Die Abbildungen 6.4 und 6.5 zeigen deutlich das konservative Verhalterdeesti- und des
Hybrid-Score Intervalls auf. Besonders fij;m — p2| ~ O sind diese Intervalle &uf3erst konserva-
tiv. Das Wald,- sowie das transformierte Intervall sind in diesem Bereicjpehien eher liberal.
Weiterhin werden fur verschiedene Stichprobenumfange die Intervalertet und anhand der
vorgestellten mathematischen Mal3e verglichen. Die Ergebnisse dazuiezeddilildung 6.6. In
dieser wurde der gemittelte Stichprobenumfangraushdn, auf der Abszisse gegen das bivariate
numerische Integrationsergebnis aufgetragen.

Als Gesamtergebnis |af3t sich festhalten, dass keines der Intervalle dlsslasusgewiesen wer-
den kann, denn die Ergebnisse Uberkreuzen sich. Die Unterschigsiehen den Ergebnissen
liegen in der GréRenordnung vonk110~4. Vielleicht sollte festgehalten werden, dass das trans-
formierte Intervall erst ab einem mittleren Stichprobenumfangmait 25 angewendet werden
sollte.
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7 Auswertung des Beispiels

Ausgewertet wird nun das kleine Beispiel zu einer Diagnosestudie mitindemen Stichproben.
Es werden die Grenzen der Konfidenzintervalle, sowie p-Werte zu gpathlesentestdy : Ty =
Th, angegeben.

o Konfidenzintervall furm, — my:

| Intervall | Untergrenze| Obergrenze
Wald 0.10 0.22
Agresti 0.10 0.22
Transformiert 0.11 0.22
o p-Werte flrHp : T = TR:
] Test | p-Wert |
Wald <0.0001

Agresti <0.0001
Transformiert|| <0.0001

Die Grenzen decken sich hier bei allen drei dargestellten Verfahras,allerdings durch den
sehr hohen Stichprobenumfang begrtindet werden kann. Weitegtehibein signifikanter Unter-
schied zwischen der Diagnose des erfahrenen Radiologen und depotesunterstitzten Verfah-
ren (CAD). Es handelt sich hier um einen realen Datensatz. Aus debiiisgen ist unter anderem
zu folgern, dass sich die moderne Medizin im Bereich der Diagnostik refohssark verbessern

muss.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine wissenschatftliche Analyse von Konfidéeziallen fir Linearkom-
binationen von Erfolgswahrscheinlichkeiten vorgenommen. Als Grundlégger Arbeit diente
das sogenannte Wald-Konfidenzintervall flr eine Erfolgsrate, dessdechte Eigenschaften in
der Arbeit gezeigt worden sind. Das Ziel der Arbeit sollte sein, eindVegn zu konstruieren, mit
welchem sich einfache und gute Konfidenzintervalle fur Linearkombinatiamon Erfolgswahr-
scheinlichkeiten berechnen lassen.

Das hier vorgestellte Verfahren orientiert sich an der Transformatiahshe und wurde auf Li-
nearkombinationen von Erfolgswahrscheinlichkeiten erweitert. Die lastgien Verfahren stellen
Scharen von Konfidenzintervallen dar, die schlie3lich multikriteriell optimientden.

Die Bewertung der Konfidenzintervalle erfolgte rein mathematisch mit bekanmte neu kon-
struierten MalRen. Diese Mal3e wurden genauestens vorgestellt umodavdn Berechnungsbei-
spielen und Grafiken erklart. Die Vergleiche der Verfahren, sowie gign@erungsalgorithmen,
erfolgten mit Hilfe bivariater numerischer Integrationen. Angewendetierdie zusammengesetz-
te Trapez-Regel. Die auf diese Weise hergeleiteten Statistiken zeigtenl sowsinstich- sowie
im Zweistichprobenproblem gute Ergebnisse.

Zusammenfassend wurde in der Arbeit eine Mdglichkeit eingefiihrt, mitheelsich sehr ein-
fach Konfidenzintervalle fir Linearkombinationen von Erfolgswahegdicthkeiten konstruieren
lassen. AuRerdem ist diese Methode in elementare Vorlesungen Ubgisstagi®atenanalyse in-
tegrierbar. Vielleicht ist die Unterrichtung dieser Intervalle leichter als dreAdyresti-Intervalle,
aufgrund der mathematischen Herleitung.

Die Transformationsmethode ist weiterhin auf mehrfaktorielle Anlagen mit thohen Daten
Ubertragbar, die haufig in Diagnosestudien auftreten. Sei also einlMatsr Diagnosestudie mit
mehreren Methoden und einem Reader mit Mehrfachmessung gegestssi dichergestellt, dass
kein Patient sowohl gesund als auch krank ist. Die Anzahl der Methséiah. Dann sind die
bekannten Wald-Typ- oder ANOVA-Typ-Statistiken aufstellbar.

Betrachtet man schlieRlich die mehrdimensionalen Funktionen

L:(0,1)4 - R (wp,Wa,...,wg)! — (Logit(ws),Logit(ws), ..., Logit(wg))!,
P:(0,1)¢ - RY, (Wi, W, ...,wg)' — (Probit(wi), Probit(ws), ..., Probit(wg))!,

dann erhalt man folgende Jacobi-Matrizen:

1
7\,\’1(1_\,\’1) (3 0
Lw) = o= R P2}
: : S
0 0 Wq (1—-wq)
V2m
o 1/20] 0 0
Nei:
Pw)] = STIT/: 0 exp{fll/Z\N%} 0 0 c RUxd
: Jom
0 0 X 1/29)
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Funktionen kdnnen als mdgliche Transformationsfunktionen in ddratischen Formen
der beiden folgenden Sétze eingesetzt werden.

Satz 8.0.1 (TRANSFORMIERTE WALD-TYP-STATISTIK)
Die Funktiong gentige den Anforderungen an eine Transformationsfunktion. Es(Serdam
g(w) = (g1(W1),g2(W2),. .., Ga(Wa))'  bzw. g(W) = (g1(W1), g2(W2),. .., 0d(Wa))'

der Vektor mit den transformierten (geschatzten) Effekten. Dann gilt:
Qu(C) = N[g(W)|'C' (Clg (W) NVn[g'(W)I'C') Ca(W)

ist asymptotiscrx? verteilt mit f=rang(C) Freiheitsgraden, wob¥®iy einen konsistenten Schatzer
der Kovarianzmatrix/y bezeichnet.

Satz 8.0.2(TRANSFORMIERTE ANOVA-TYP-STATISTIK)
Es seiC eine Kontrastmatrix un@ = C'(CC')~C, wobei(CC')~ eine beliebige verallgemeinerte
Inverse zuCC') ist. Es gelte auBerdem Sglifg'(w)]Vn[g' (W)]') # 0. Dann kann

N

_ AT
™ Spurtig @ ig @ 4 T

X3 . . .
unter Hy : Cw = 0 durch eln%-Vertellung approximiert werden, wobei

o [SpulTlgW)]Vxlg (@)
SpurT(g (W) Vn[g (W) T[g' (W)1Vn[g (w)])

gilt.

Der Beweis dieser Aussagen soll in dieser Arbeit nicht mehr erfolgeesn kann als Ausblick
auf eine Diplomarbeit oder Dissertation gegeben werden, in welcher ansformationsmethode
auf Faktorpl&ne oder sogar auf hochdimensionale Daten Ubertrageéamsoll.

AbschlieBend seien die Ergebnisse zu einer kleinen Niveausimulation miratesformierten
mehrfaktoriellen Verfahren dargestellt.

WTS Wald-Typ-Statistik

WTS(Logit) Wald-Typ-Statistik mit Logit transformierten Effekten
WTS(Probit) || Wald-Typ-Statistik mit Probit transformierten Effekten
ATS ANOVA-TYP-Statistik

ATS(Logit) ANOVA-Typ-Statistik mit Logit transformierten Effekten
ATS(Probit) ANOVA-Typ-Statistik mit Probit transformierten Effekten

Abbildung 8.1: Abklrzungen der untersuchten Statistiken

Da diese kleine Simulationsstudie als Ausblick dient, wird die Vorgehensweisehr knapp dar-
gestellt. In dieser wurden unter Hypothese abhéangige gleichverteiltésXaféablen erzeugt und
diese schlief3lich durch Verwendung des dritten Strahlensatzes dichotonilsiedritte Strahlen-
satz ist fur die Ubertragung der Korrelationsstruktur der Gleichvertedltdallsvariablen auf die
dichotomen Daten notwendig. Simuliert wurde zum Niveas 0.1,0.05,0.01.
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Tabelle 8.1: Niveausimulationen mit 4 Methoden zum Vergleich von Erfolgswahrscheinlichkeiten
und Compound-Symmetric-Kovarianzstruktur (n=50,100)

d | Korrelation n WTS  WTS(Logit) WTS(Probit) ATS ATS(Logit) ATS(Probit)
4 0 50 | 0.8727 0.893 0.8878 0.8977 0.9055 0.9041
0.9273 0.9453 0.9417 0.9479 0.9521 0.9509
0.9791 0.9895 0.9873 0.9905 0.9932 0.9921
100 | 0.8874 0.8968 0.8953 0.8989 0.9037 0.9019
0.939 0.9479 0.9465 0.9507 0.9543 0.9532
0.9847 0.9887 0.9875 0.9883 0.9892 0.9888
0.3 50 | 0.878 0.8876 0.8842 0.9014 0.9105 0.9066
0.9342 0.9414 0.937 0.9527 0.9588 0.9561
0.9829 0.9875 0.9862 0.9905 0.9943 0.9932
100 | 0.8837 0.8887 0.8878 0.8944 0.8995 0.8976
0.9364 0.9419 0.9407 0.9479 0.9517 0.95
0.9854 0.9882 0.9873 0.9903 0.9912 0.9909
0.8 50 | 0.8683 0.8739 0.8703 0.8979 0.902 0.9005
0.9339 0.9374 0.9344 0.9528 0.9542 0.9527
0.9904 0.9911 0.9904 0.993 0.9945 0.9941
100 | 0.8913 0.8932 0.8917 0.9061 0.9087 0.9081
0.9437 0.9446 0.9431 0.954 0.9559 0.9553
0.988 0.9883 0.9882 0.9913 0.9922 0.9916

Tabelle 8.2: Niveausimulationen mit 8 Methoden zum Vergleich der Erfolgswahrscheinlichkeiten
und Compound-Symmetric-Kovarianzstruktur (n=50,100)

d | Korrelation | n WTS WTS(Logit) WTS(Probit) ATS ATS(Logit) ATS(Probit)
8|0 50 | 0.802 0.8495 0.8392 0.906 0.9134 0.9101
0.8741 0.9115 0.9035 0.9565 0.9593 0.9579
0.9529 0.9755 0.9714 0.9929 0.9932 0.9927
100 | 0.8506 0.8719 0.8679 0.8981 0.902 0.9016
0.9157 0.9333 0.9295 0.9519 0.9525 0.9524
0.9761 0.9844 0.9827 0.9896 0.9906 0.9902
0.3 50 | 0.8059 0.812 0.8063 0.9147 0.9201 0.9165
0.8844 0.8855 0.8796 0.9607 0.9635 0.9622
0.9636 0.9626 0.9609 0.9929 0.9945 0.9938
100 | 0.864  0.8665 0.8643 0.9064 0.9085 0.9067
0.9214 0.9245 0.9221 0.9543 0.9532 0.9549
0.9787 0.9812 0.9793 0.9908 0.9911 0.9905
0.8 50 | 0.8305 0.8282 0.8225 0.9236 0.9273 0.9249
0.9104 0.9042 0.9016 0.9663 0.9683 0.967
0.984 0.981 0.9796 0.9949 0.9961 0.9955
100 | 0.8622 0.8627 0.8595 0.9076 0.9093 0.9078
0.9226 0.9234 0.9202 0.9579 0.9582 0.9578
0.9835 0.9825 0.9819 0.9929 0.9937 0.9933
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Satz A.0.3 (MITTELWERTSATZ)
Die Abbildung f: RY — R¥ sei differenzierbar. Isf} f () stetig im Raun{x : |x —Xo| < r}, dann
gilt fur [t| <r:

1
f(xo+1) :f(x0)+/0  (xo-+ Ut)dut.

Beweis :
Definiereh(u) = f(xo + ut). Dann gilt mit der Kettenregeh’(u) = f'(xo + ut)t. Folglich gilt:

1 1
/f’(xo+ut)tdu:/ W (u)du= h(1) — h(0) = f(xo +t) — f(xo).
0 0

Satz A.0.4 (TAYLOR's THEOREM)
Die Abbildung f: RY — R sei zweimal aufx : |x — xo| < r} stetig differenzierbar, dann gilt fir
t|<r:

1 r1
f(xo+t):f(x0)+f’(xo)t+tt/ / V" (xo 4+ Uvt)ducht.
0 JoO

Beweis :
Der Beweis kann im Lehrbuch varercuson [2], Kapitel 7, Theorem 7.4, nachgelesen werden.
|

Satz A.0.5 (LEVY’SCHER GRENZWERTSATZ )
Die Zufallsvariablen Xi=1,...,n, seien unabh&angig und identisch verteilt nagiFmit E(X;) =
1 und VarX;) = 0 < . Dann gilt:

imp (g tnse) < e

Beweis:
Der Beweis kann im Vorlesungsskript von Brunner [8] nachgelesenden. O

Satz A.0.6 (ZENTRALER GRENZWERTSATZ)
Es seierXy, ..., Xy unabhangig und identisch verteilte Zufallsvektoren mit Erwartungswentu u
Kovarianzmatrixz. Dann gilt:

V(X — ) 5 AC(0,5).
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Beweis:
Der Beweis kann im Lehrbuch vafercuson [2], Kapitel 5, Theorem 5.1, nachgelesen werden.
a

Satz A.0.7 (d-Satz)
Es seip € R eine Konstante und,Teine Folge von Zufallsvariablen, so dass fiineo gilt

VN(Th— ) £ T. Ferner sei die Funktion () an der Stellep stetig differenzierbar. Dann gilt
Vilg(T) —9(@)] = d(9)-T.
Beweis:

Der Beweis kann im Vorlesungsskript von Brunner [8] nachgelesenden. O

Satz A.0.8 (CRAMER)
Die Abbildungg: RY — RX sei auf einer Umgebung vonquR¢ stetig differenzierbar. Es sé&i,

eine Folge von d-dimensionalen Zufallsvektoren {iit(X, — ) £ X. Dann gilt VvNg(Xn) —
9(1)] = g/ (W) - X. Insbesondere gilt, fallg/n(X, — ) = A((0,5),

VR(g(Xn) —g() = AC(0,0 (WE (W] -
Beweis:

Der Beweis kann im Lehrbuch vafercuson [2], Kapitel 5, Theorem 7.6, nachgelesen werden.
O

Satz A.0.9 (Slutzky )

(1) SeiX, € R¥,n> 1, eine Folge von Zufallsvektoren nx, ~ a, wobeia € R¥ konstant ist
und sei ferner @) stetig ina, dann gilt:

9(Xn) = g(a).

(2) Seix, € RX,n> 1, eine Folge von Zufallsvektoren mi, B F(x) und sei @-) eine
F—f.0 stetige Funktion. Dann gilt

9(Xn) = g(X) ~ F(X).

Beweis:
Der Beweis kann im Vorlesungsskript von Brunner [8] nachgelesenden. O
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B.1 Zweistichprobenproblem-verbundene Stichproben

Dargestellt wird exemplarisch ein Programm, welches die KonfidenzgresizeIntervalle des
verbundenen Zweistichprobenproblems und die mathematischen a-pa@e-herechnet.

proc iml worksize=120 ;
reset nolog;
start ki(n,alfa,nscan,ko,vopt,aopt,theta) ;

*.--erzeuge die Integrationsvariablen-----* ;
vpl=j(nscan-1,1,0) ;

do k=1 to nscan-1 ;

vpl[k]=k/nscan ;

end ;

vp2=vpl ;

nvpl = nrow(vpl) ;
nvp2 = nrow(vp2) ;
nstat = nrow(col) - 1 ;
nstatl = nrow(colcp) ;
u = PROBIT(1-alfa/2) ;
kon = u / sqrt(N) ;
konst=" PROBIT(1-alfa/2) ;

waoben=j(n+1,n+1,0) ;

waunten=j(n+1,n+1,0) ;

agoben=j(n+1,n+1,0) ;

agunten=j(n+1,n+1,0) ;

grenzeo=j(n+1,n+1,0) ;

grenzeu=j(n+1,n+1,0) ;

tabelleu=j(n+1,n+1,0) ;

tabelleo=j(n+1,n+1,0) ;

newoben=j(n+1,n+1,0) ;

newunten=j(n+1,n+1,0) ;

erg=j(n+1,n+1,0) ;

coverage=j(nvpl,nvp2,0) ;

coverageag=j(nvpl,nvp2,0) ;
coveragetraf=j(nvpl,nvp2,0) ;
coveragenew=j(nvpl,nvp2,0) ;

langewald=j(nvp1,nvp2,0) ;

langeagresti=j(nvpl,nvp2,0) ;

l&ngetraf=j(nvpl,nvp2,0) ;

langenew=j(nvpl,nvp2,0) ;

vkl = j(n+1,1,0) ;
vk2 = j(n+1,1,0) ;
nuk2 = j(n+1,1,0) ;

multi=j(n+1,n+1,0) ;
nenner3=j(n+1,n+1,0) ;

DO y=1 TO nvpl ;

DO z=1 TO nvp2 ;

pL=vplfy] ;

p2=vp2[z] ;

*...-(Jbergebe die Eintrige aus dem Odds-Ratio-------- * ;
if theta=1 then do ;

pll=pl*p2 ;

end ;

if theta >1 then do ;
A=(p2*(theta-1)+pl*(theta-1)+1)/(2*(theta-1)) ;
pll=A-sqrt(A**2- (theta*p2*pl)/(theta-1)) ;
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end ;
if theta<l then do ;
A=(p2*(theta-1)+pl*(theta-1)+1)/(2*(theta-1)) ;
pll=A+sqrt(A**2-(theta*p2*pl)/(theta-1)) ;
end ;
*--Erzeuge die hypothetischen Wahrscheinlichkeiten----
pc=pl-pll ;
pb=p2-p1l ;
delta=pb-pc ;
*.----Berechne Matrix der multinomialkoeffizienten----
nennerl=1 ;
nenner2=1 ;
nenner3=1 ;
DO i=0 TO n
ki =1
nennerl=nennerl* ;
if nennerl=0 then do ;
nennerl=1 ;
end ;
DO j=0 TO n-i ;
k2= -1 ;
zahler=1 ;
do x=1 TO n ;
zahler=zahler*x ;
end ;
nenner2=nenner2*j ;
if nenner2=0 then do ;
nenner2=1 ;
end ;
DO blub=0 TO n-i-j ;
nenner3=nenner3+*blub ;
if nenner3 =0 then do ;
nenner3=1 ;
end ;
end ;
quotient=zahler /(nenner2*nennerl*nennerd) ;
multifi+1,j+1]=quotient*(pc+delta)**(j)*pc**(i) *
(1-2*pc-delta)**(n-i-)) ;

pdach=1/n*(i-j) ;

varl=1/n*(i+j) ;

var2=(iln-jin)**2 ;

varianz=(varl-var2) ;
waunten[i+1,j+1]=pdach-kon*sqrt(varianz) ;
waoben(i+1,j+1]=pdach+kon*sqrt(varianz) ;

Zu=2 ;

nstar=n+zu ;

konstar=u /sqrt(nstar) ;

istar=i+zu/4 ;

jstar=j+zuld ;

pdachag=1/nstar*(istar-jstar) ;
varlag=(istar/nstar+jstar/nstar) ;
var2ag=(istar/nstar-jstar/nstar)**2 ;
varianzag=(varlag-var2ag) ;
agunten[i+1,j+1]=pdachag-konstar*sqrt(varianzag) ;
agoben(i+1,j+1]=pdachag+konstar*sqrt(varianzag) ;
Fomoenes Transformiertes  Intervall------------------
p21=iin ;

pl2=jin ;

pd= p21-pl12 ;

varldach=p21*(1-p21) ;

var2dach=p12*(1-p12) ;

var3dach=2*p12 * p21 ;
varianztra=varldach+var2dach+var3dach+vopt/(n**aopt
stand=sqrt(varianztra) ;
fak=(1+ko)/((1+ko)**2-(p21 - pl2)**2) ;
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zahlertra=1+ko+pd ;

nennertra=1+ko-pd ;
trafo=1/2*log(z&hlertra/nennertra) ;
tabelleu[i+1,j+1]=trafo-kon*fak*stand ;
tabelleo[i+1,j+1]=trafo+kon*fak*stand ;
*grenze mit riicktrafo;
grenzeu[i+1,j+1]=(exp(2*tabelleufi+1,j+1])+
ko*(exp(2*tabelleu[i+1,j+1])-1)-1) /
(exp(2*tabelleu[i+1,j+1])+1) ;
grenzeo[i+1,j+1]=(exp(2*tabelleo[i+1,j+1])+
ko*(exp(2*tabelleo[i+1,j+1])-1)-1) /
(exp(2*tabelleo[i+1,j+1])+1) ;

end ;

end ;

newobenja=(newoben<1) ;
newuntenja=(newunten>-1) ;
newoben=(newoben#newobenja)+(newobenja=0) ;
newunten=(newunten#newuntenja)-(newuntenja=0) ;
l&anew=(newoben-newunten)#multi ;

ergllnew=(newoben - (p1-p2)>0 ) ;
ergl2new=((p1-p2) - newunten >0) ;
erglnew=((ergllnew+ergl2new)=2) ;

*.--Berechne Coverage Probability fur hybrid-----------
ergnew=erglnew#multi ;
coveragenew[y,zJ=sum(ergnew) ;
langenew[y,z]=sum(lanew) ;

waobenja=(waoben<1) ;
wauntenja=(waunten>-1) ;
waoben=(waoben#waobenja)+(waobenja=0) ;
waunten=(waunten#wauntenja)-(wauntenja=0) ;
langewa=(waoben-waunten)#multi ;

ergll=(waoben - (p1-p2)>0 ) ;
ergl2=((p1-p2) - waunten >0) ;
ergl=((ergll+ergl2)=2) ;

erg=ergl#multi ;
coveragely,zJ=sum(erg) ;
langewald[y,z]=sum(langewa) ;

agobenja=(agoben<1) ;
aguntenja=(agunten>-1) ;
agoben=(agoben#agobenja)+(agobenja=0) ;
agunten=(agunten#aguntenja)-(aguntenja=0) ;
l&ngeag=(agoben-agunten)#multi ;

ergllag=(agoben - (p1-p2)>0 ) ;
ergl2ag=((p1-p2) - agunten >0) ;
erglag=((ergllag+ergl2ag)=2) ;

*----Berechne Coverage Probability fur Agresti---------
ergag=erglag#multi ;

coverageag[y,z]=sum(ergag) ;
langeagrestily,z]=sum(langeag) ;

trobenja=(grenzeo<1) ;
truntenja=(grenzeu>-1) ;
grenzeo=(grenzeo#trobenja)+(trobenja=0) ;
grenzeu=(grenzeu#truntenja)-(truntenja=0) ;
l&ngetr=(grenzeo-grenzeu)#multi ;

*.----Berechne nun den Indikator fir Transformiert------

erglltr=(grenzeo - (p1-p2)>0 ) ;
ergl2tr=((p1-p2) - grenzeu >0) ;
ergltr=((erglltr+ergl2tr)=2) ;

*---Berechne Coverage Probability fur Transformiert----
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ergtr=ergltr#fmulti ;
coveragetrafly,z]=sum(ergtr) ;
langetrafly,zJ=sum(langetr) ;
end ;

end ;

mittelwa=sum(coverage)/(nvpl*nvp2) ;
lwa=sum(langewald)/(nvpl*nvp2) ;
mittelwakonserva=sum((coverage>=0.95)*(coverage-0.9
(nvpl*nvp2) ;
mittelwaantikonserva=sum((coverage<=0.95)*
(0.95-coverage))/(nvpl*nvp2) ;
mittelwafehler=sum(abs(coverage-0.95))/(nvpl*nvp2) ;
mittelwastreuung=sqrt(sum( (Coverage-0.95)**2)
(nvpl*nvp2)) ;

*---MaRe flr Agresti----*;
mittelag=sum(coverageag)/(nvpl*nvp2) ;
lag=sum(l&ngeagresti)/(nvpl*nvp2) ;
mittelagkonserva=sum((coverageag>=0.95)#
(coverageag-0.95))/(nvpl*nvp2) ;
agantikonserva=(coverageag<=0.95);
mittelagantikonserva=sum((coverageag<=0.95)#
(0.95-coverageag))/(nvpl*nvp2) ;
mittelagfehler=sum(abs(coverageag-0.95))/(nvpl*nvp2
mittelagstreuung=sqrt(sum( (Coverageag-0.95)**2)/
(nvpl*nvp2)) ;

e MaRe fir Transformiert------------------
mitteltraf=sum(coveragetraf)/(nvpl*nvp2) ;
[traf=sum(l&ngetraf)/(nvp1l*nvp2) ;
mitteltrafkonserva=sum((coveragetraf>=0.95)#
(coveragetraf-0.95))/(nvpl*nvp2) ;
untertraf=(coveragetraf<=0.95) ;
antikonservatraf=untertraf#((0.95)-coveragetraf) ;
mitteltrafantikonserva= sum(antikonservatraf)/(nvpl*
mitteltraffehler=sum(abs(coveragetraf-0.95))/(nvp1*
mitrafstreuung=sqrt(sum( (Coveragetraf-0.95)**2)/
(nvpl*nvp2)) ;

Inew=sum(l&ngenew)/(nvpl*nvp2) ;

print mittelwa Iwa mittelwakonserva mittelwaantikonserv
mittelwafehler mittelwastreuung ;

print mittelag lag mittelagkonserva mittelagantikonserv
mittelagfehler mittelagstreuung;

print mitteltraf ltraf mitteltrafkonserva
mitteltrafantikonserva

mitteltraffehler mitrafstreuung ;

finish;

run ki( 30,0.05,5,1/50,0.33,1,1 )

quit
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