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1. Einleitung

1.1. Motivation

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Modellierung und Auswertung von
metrischen Datensétzen, in denen verbundene Messungen in Form von Messwiederho-
lungen (repeated measures) pro Individuum erhoben werden. Diese Art von Messungen
tritt zum Beispiel in klinischen Studien auf, in denen Zeitverldufe (von z.B. Krankhei-
ten oder Wundheilungen) betrachtet werden oder ein Endpunkt unter verschiedenen
Bedingungen am selben Individuum gemessen wird. Datensétze dieser Art erhalten
zusétzlich die Bezeichnung hochdimensional, wenn die Dimension d (Anzahl der Mess-
wiederholungen) den Stichprobenumfang n (Anzahl der Individuen) iibersteigt. In sol-
chen Datensétzen ist die fiir viele Teststatistiken benotigte Voraussetzung, dass der
Stichprobenumfang grofser ist als die Zahl der Messwiederholungen, verletzt.

In der Literatur sind bereits Verfahren fiir solche Versuchsdesigns bekannt.

Unter Annahme der Normalverteilung der Messwerte konnten Werner (2004) und Be-
cker (2010) Teststatistiken entwickeln, welche fiir eine beliebige Anzahl an Messwie-
derholungen (n < d oder n > d) sehr gute Approximationen liefern. Fiir asymptotische
Resultate ging lediglich n gegen Unendlich und die Anzahl der Messwiederholungen d
wurde als beliebig, aber fest angesehen. Ebenfalls unter Normalverteilung gelang Sri-
vastava (2009) die Herleitung einer Teststatistik unter der Annahme, dass n und d
gleichzeitig gegen Unendlich gehen.

In der Praxis treten jedoch sehr haufig Datensétze auf, in denen die Daten keiner Nor-
malverteilung folgen. Beispielsweise folgen Reaktionszeiten oder Flachen unter Dosis-
Wirkungs-Kurven keiner Normalverteilung, weil diese Daten nicht symmetrisch, son-
dern schief verteilt sind. Die Annahme der Normalverteilung ist bei solchen Datensét-
zen also verletzt, sodass die statistische Auswertung und die daraus gezogenen Schluss-
folgerungen falsch sein kénnen.

Weitere Verfahren, welche ohne Annahme der Normalverteilung auskommen, bendéti-
gen entweder, dass n und d gleichzeitig gegen Unendlich gehen (Bai und Saranadasa,
(1996)) oder halten den Stichprobenumfang n fest und lassen nur die Anzahl der Mess-
wiederholungen d gegen Unendlich gehen (Akritas und Wang, (2010)).
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Um aber eine Statistik entwickeln zu kénnen, welche schon fiir eine geringe Anzahl
an Messwiederholungen (d < n) eine gute Approximation liefert und fiir eine grofere
Anzahl (n < d) nicht schlechter wird, ist eine Herleitung unter der Annahme, dass
d gegen Unendlich geht nicht erstrebenswert. Weiterhin ist zu beachten, dass nur in
den Verfahren von Werner (2004) und Becker (2010) eine faktorielle Struktur auf den
Messwiederholungen zuléssig ist.

Das Ziel dieser Arbeit wird es daher sein, die bekannten Verfahren nach Werner (2004)
und Becker (2010) dahingehend zu erweitern, dass eine explizite Annahme der Nor-
malverteilung nicht mehr notwendig ist. Dabei sollen analog zu Werner und Becker
alle asymptotischen Resultate fiir beliebiges, aber festes d und fiir n gegen Unendlich
gezeigt werden.

Eine Ubersicht der Arbeit wird im folgenden Abschnitt gegeben.

1.2. Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die verwendeten Notationen und Modellannahmen eingefiihrt. In
Kapitel 3 wird anhand von zwei motivierenden Beispielen die Problematik der Arbeit
erlautert. In Kapitel 4 werden aus der Literatur bekannte Verfahren unter Normalver-
teilung vorgestellt und verglichen. In Kapitel 5 wird die neue ANOVA-Typ Statistik
ohne Annahme der Normalverteilung hergeleitet, sowie die dafiir notwendigen Darstel-
lungssétze fiir Varianzen und Kovarianzen von quadratischen Formen entwickelt. In
Kapitel 6 wird gezeigt, dass die unter Normalverteilung existierenden Schétzer auch
ohne Annahme selbiger die gewiinschten Eigenschaften wie Erwartungstreue, Konsis-
tenz und Dimensionsstabilitit besitzen. In Kapitel 7 folgt dann die Herleitung der
ANOVA-Typ Statistik nach Werner ohne Annahme der Normalverteilung. In den Her-
leitungen der Kapitel 5 bis 7 wird die Anzahl der Messwiederholungen stets als beliebig,
aber fest angenommen. Fiir die asymptotischen Resultate wird lediglich gefordert, dass
die Anzahl der Individuen gegen unendlich geht. Danach werden in Kapitel 8 die Si-
mulationsergebnisse zum Niveau und zur Power der beiden hergeleiteten Verfahren im
Vergleich zu élteren Statistiken dargestellt. Mit Hilfe der in Kapitel 9 vorgestellten
SAS-Makros werden im darauf folgenden Kapitel 10 die zu Anfang erwdhnten Beispiel-
datensétze ausgewertet. Zusammenfassung und Ausblick bilden den Abschluss dieser

Arbeit.
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2.1. Notation

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Notationen eingefiihrt, die in den fol-
genden Kapiteln verwendet werden.

Konstante SKALARE werden mit lateinischen Kleinbuchstaben bezeichnet.

VEKTOREN sollen im Allgemeinen mit kleinen, fettgedruckten, lateinischen Buchsta-
ben bezeichnet werden. Des Weiteren sei e,, der n-dimensionale Einheitsvektor, 1,, der
n-dimensionale Einser-Vektor und 0,, der n-dimensionale Null-Vektor.

MATRIZEN werden mit grofsen fettgedruckten lateinischen Buchstaben bezeichnet und
speziell sei I,, die n x n Einheitsmatrix, J,, = 1, - 1/, die Einser-Matrix und P,, =
I, — %Jn die zentrierende Matrix und ein Projektor.

Sei A’ die TRANSPONIERTE der Matrix A und bezeichne Sp(A) die SPUR der
Matrix A, sowie diag (A) deren DIAGONALE als Vektor geschrieben. Weiterhin be-
zeichne r (A) den RANG von A.

ZUFALLSVARIABLEN werden mit lateinischen Grofsbuchstaben aus dem Ende des
Alphabets bezeichnet und ZUFALLSVEKTOREN werden zusétzlich in Fettdruck dar-
gestellt (Zy, Zy).

Alle INDIZES von Vektoren, Matrizen und Zufallsvariablen sollen mit kleinen lateini-
schen Buchstaben wie zum Beispiel k, [, r, s bezeichnet werden.

Dariiber hinaus werden noch einige Matrizenoperationen angefiihrt, die in der gesamten
Arbeit von essentieller Bedeutung sind.

Die KRONECKER-SUMME A® B = < 1(4)1 g > zweler Matrizen A und B wird mit
@ beschrieben.

auB s alnB
Das KRONECKER-PRODUKT A ® B = (a;;B),, = : : zweier

ij = :
amB - an,B
Matrizen A und B wird mit ® beschrieben, wobei a;; die Elemente der Matrix A sind.
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KONVERGENZEN

Fiir eine Folge von Zufallsvariablen (X,,) bezeichne X, % X die stochastische Kon-
vergenz, X, 5 X die Verteilungskonvergenz und X, 5 X die Lo-Konsistenz der
Zufallsvariablen X,, gegen X. Sei (Y;,) ebenfalls eine Folge von Zufallsvariablen, dann
bezeichne X,, = Y,, die asymptotische Aquivalenz (siehe Definition A.3.5).
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2.2. Modellannahmen

In vielen Arbeiten, die sich mit hochdimensionalen Repeated-Measures-Versuchsplanen
beschéftigten, wurde die Annahme der Normalverteilung der Messgrofen zugrunde
gelegt (siehe z.B. Werner (2004), Srivastava (2009) oder Becker (2010)). Diese Art von
Modellen hatte folgende Gestalt:

Seien

Xk = (Xkl,...,Xkd)/NN(u,V), k= 1,...,n,

unabhéingig multivariat normalverteilte Zufallsvektoren mit Erwartungswertvektor p =
(1, - - itg) und Kovarianzmatrix V.

In dieser Arbeit soll auf die explizite Annahme der Normalverteilung der Zufallsvek-
toren verzichtet werden. Dabei ist zu beachten, dass auch ohne die Annahme der Nor-
malverteilung ein parametrisches Modell zugrunde gelegt wird und die Hypothesen
weiterhin tiber den Erwartungsvektor p definiert werden. Die folgenden Betrachtun-
gen beschrianken sich daher auf Verteilungen von metrischen Daten (keine Scores).
Die unter diesen Annahmen hergeleiteten Teststatistiken sind auf eine breitere Klasse
von Verteilungen anwendbar und beschrinken sich nicht mehr auf die Normalvertei-
lung.

Der Ansatz fiir das allgemeine Modell ist d&hnlich dem im Paper von Bai und Saranadasa
(1996) S. 311-329 gewéhlten Modell, wobei nur ein Teil der dort getroffenen Annahmen
benotigt wird. Dieser Ansatz wird im néchsten Abschnitt diskutiert.

2.2.1. Modell

Es werden
Xy =TZ +E;,-154+un, k=1,....n, (2.1)

unabhiingig identisch verteilte Zufallsvektoren betrachtet, mit T' € R%*¢ beliebig, aber
pro Versuchsdesign fest und T'T' = S.

Die Zy = (Zy1, . .- ,de)/, k =1,...,n, seien ebenfalls unabhéngig identisch verteilte
Zufallsvektoren, deren Komponenten Z, unabhéngig sind, fiir s = 1,...,d. Zuséitzlich
seien E (Zy) =0, Var (Z}) = I;und die vierten Momente der einzelnen Komponenten
wie folgt beschrankt: F (Z,fs) <y<ooVk=1,....n,s=1,....d.

Dann bezeichne I'Zj, den Versuchsfehler und S = Cov (I'Z;) die zugehorige Kova-
rianzmatrix sowie FErly die interindividuelle Streuung fiir das k-te Subjekt, wobei
die Zufallsvariablen der interindividuellen Streuung Fj ebenfalls unabhéngig iden-
tisch verteilt sind fiir £ = 1,...,n, sowie nach Konstruktion unabhéngig von Zj,
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Vk=1,...,n,s=1,...,d, mit E(E)=0und Var (Ey) = E (E}) :a%Ek < 0.

Aus dieser Konstruktion ergibt sich g = (1, ...,uq) = E(X1) als Erwartungswert-
vektor und V = S + J%k Jqg = Cov (X) als Kovarianzmatrix der Zufallsvektoren Xy,
k=1,....n, wobei auch d > n zuléssig ist.

Die Struktur der Kovarianzmatrix des Versuchsfehlers S héngt von der Art des Ver-
suchsaufbaus ab. Es werden verschiedene Arten von Kovarianz-Strukturen unterschie-
den, die verschiedene Arten von Abhéngigkeiten darstellen, wobei fiir die in dieser
Arbeit betrachteten Repeated-Measures-Designs am héufigsten Compound Symmetry
und Autoregression auftreten. Diese werden im Folgenden diskutiert.

Definition 2.2.1 (Compound Symmetry (CS))
Sei X = (X1,...,Xq) ein Vektor von Zufallsvariablen. Dann heifit die Kovarianz-
struktur compound symmetric, wenn gilt:

Var (X;)=0% Yi=1,....d,
Cov(X;,Xj)=17 Vi#j=1,....d.

Die Abhéngigkeiten zwischen den Zufallsvariablen sind immer gleich.
Definition 2.2.2 (Autoregression (AR))

Sei X = (X1,...,Xq) ein Vektor von Zufallsvariablen, dann heifit die Kovarianzstruk-
tur autoregressiv, wenn gilt:

Cov (X;,X;) = Pl 6?2 Vij=1,...d,pe (0,1).

Je weiter zwei Zufallsvariablen auseinander liegen, desto geringer ist ihre Abhéngigkeit
zueinander.

Weiterhin kann eine beliebige faktorielle Struktur auf den wiederholten Messungen
betrachtet werden. Beim LD-F1-Aufbau der Daten gibt es d Messwiederholungen (re-
peated measures) pro Individuum in einer homogenen Gruppe von n unabhingigen
Individuen, dadurch bekommen die Zufallsvektoren eine einfache Indizierung:

X =(Xp1,.. ., Xza), E=1,... 0.
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Beim LD-F2-Aufbau gibt es b wiederholte Messungen pro Individuum in einer Gruppe
von n unabhingigen Individuen, die zusétzlich unter a verschiedenen Bedingungen
durchgefiihrt werden. Die Zufallsvektoren erhalten somit eine zweifache Strukturierung;:

Xk = (Xk117~- ,Xklb,.. . ,X]mb)/, k = 1,...,n.

Wobei zu beachten ist, dass insgesamt d = a - b Messungen desselben Endpunktes an
jedem Individuum vorgenommen werden.

Allgemein kénnen Versuche mit beliebig vielen Faktoren Fi, ..., F,, auf den Messwie-
derholungen untersucht werden, der Vektor X = (X1,...,X,) erhilt dann eine zu-
sétzliche m-fache Strukturierung. Dabei muss stets zwischen wiederholten Messungen
und multiplen Endpunkten unterschieden werden. Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit
liegt allerdings auf den wiederholten Messungen (repeated measures).

2.3. Hypothesen

2.3.1. LD-F1

In einem LD-F1-Versuchsplan ist zunédchst die globale Hypothese von Interesse, nam-
lich die Frage, ob ein globaler Zeiteffekt vorliegt. Mathematisch formuliert lautet die
Hypothese “kein Zeiteffekt (T)” wie folgt:

Hyqypy=p=...=pyg pu=n, t=1,....d.

In Matrizenschreibweise ldsst sich die Hypothese folgendermafien darstellen:
1 . /
Ho(T) : Id—ng p=Pgp mitp=(p1,...,uq)

2.3.2. LD-F2

Im LD-F2-Aufbau sind drei Hypothesen interessant: “kein Zeiteffekt (T)”, “kein
Behandlungs- oder Bedingungseffekt (B)” und “keine Wechselwirkung zwischen Zeit
und Behandlung bzw. Bedingung (TB)”. Mathematisch und in Matrizenschreibweise
lauten die Hypothesen dann:
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Hy(T): u=...=fp <y =f.., i =1,....b,
<6111:1®Pb>N—HTH'—O

Ho(B): .= ... =H, & ;- =@, j=1,...,a,
(Pa@ailé,)u—HBu—o

Ho(TB) : pji+ .. =p; +H j=1,...,0,0 =1,....b
(Po® Py)pp = Hrpp = 0.

2.3.3. Allgemeines LD-Fm-Modell

Fiir die Herleitung der Theorie wird im Folgenden immer die kanonische Formulierung
einer Hypothesenmatrix H mittels eines Projektors T verwendet. Dieser ist idempo-
tent und symmetrisch. Aus jeder Hypothesenmatrix H kann dieser Projektor T iiber
die Beziechung T = H'(HH')” H konstruiert werden. Denn unter Hy gilt fiir jede
Hypothesenmatrix H: Tpu = 0 < Hpu = 0.Es geniigt somit, alle Teststatistiken und
Verfahren fiir Hypothesen der Form T'u = 0 herzuleiten und auf gewiinschte Modelle
anzuwenden, indem der entsprechende Projektor T = H'(H H')™ H mittels der zu-
gehorigen Hypothesenmatrix H gebildet wird. T ist dann sogar die kanonische Wahl
einer Hypothesenmatrix (siehe Boysen (2002)). Weiterhin sei angemerkt, dass in allen
folgenden Betrachtungen die Hypothesenmatrix H als eine Kontrastmatrix definiert
ist. Diese Eigenschaft iibertrégt sich auf den Projektor T' und speziell folgt daraus:
T -1,=0.

Die Herleitung der Theorie héangt dann nicht von der Struktur des Modells ab, solan-
ge der Projektor T' aus der Hypothesenmatrix H gebildet werden kann. Daher wird
zur Ubersichtlicheren Darstellung der Theorie das LD-F1 Modell verwendet, sodass
die Zufallsvektoren X in den folgenden Betrachtungen nur eine einfache Indizierung
besitzen.
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Weiterhin werden im Folgenden héufig die, auf den Hypothesenraum projektierten,
Zufallsvektoren T X, bendtigt, welche mit:

Yk:TXk, kzl,...,n (22)

bezeichnet werden sollen.
Die Eigenschafften der Zufallsvektoren Yy, unter den Modellvoraussetzungen aus (2.1),
werden in der folgenden Proposition vorgestellt.

Proposition 2.3.1 Die Zufallsvektoren Xy, = (Xp1,...,Xra)', k = 1,...,n, seien
unabhdngig identisch verteilt und erfillen die Modellvoraussetzungen aus (2.1) mit
Xy =TZi+ E)- 15+ p. Sei weiterhin T = H'(HH')"H der in Abschnitt 2.5.5 de-
finierte Projektor und die zugehdrige Hypothesenmatriz H eine Kontrastmatriz. Dann
lassen sich die Y, wie folgt darstellen:

Y, =TX,=TTZ,+ E;T1;+Tpu=TTr'Z;,+ T
Y= (Ye1,Ya2, .. Yea)', mit
Covo(Yy)=TVT =T (S+0p,Js) T=TST =X, k=1,...n.

Unter Hypothese Hy : T = 0 folgt dann:

Y, =TX;,=TT2Z,;
Eu,(Yr) =0, k=1,...n.

Im néchsten Kapitel werden die vorgestellten Modelle anhand von zwei motivierenden
Beispielen weiter diskutiert.
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3. Beispiele

3.1. a-Amylase Studie

In dieser Studie aus der HNO-Klinik (siehe Brunner (2002) S.9) wurde die Konzentrati-
on der a-Amylase in der Speichelfliissigkeit von 14 Patienten untersucht. Die Speichel-
proben wurden an 2 Tagen (Montag, Donnerstag) zu jeweils 4 Zeitpunkten (8 a.m., 12
a.m., 5 p.m., 9 p.m.) bei allen Probanden entnommen. Die Fragestellung bestand dar-
in, ob sich die a-Amylase im Tagesverlauf verdndert, wobei zusétzlich ein Unterschied
im a-Amylase Profil direkt nach dem Wochenende gegeniiber der Mitte der Woche
vermutet wurde. Es liegt also ein zweifaktorielles Repeated-Measures-Design vor, wel-
ches mit 14 Probanden und 8 Messwiederholungen je Proband nicht hochdimensional
ist. Die Verteilung der a-Amylase wird im Histogramm in Abbildung 3.1 dargestellt,
wobei hier die faktorielle Struktur vernachléssigt wurde. In Abbildung 3.1 (rechts) sind
Median-Plots der a-Amylase dargestellt.
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Abbildung 3.1.: @ -Amylase: links Histogramm, rechts Median-Plots

Aus dem Histogramm (Abbildung 3.1) wird ersichtlich, dass eine Annahme der Nor-
malverteilung fiir die stetigen a-Amylase Daten nicht sinnvoll ist. Weiterhin zeigen die
Median-Plots (Abbildung 3.1), dass der vermutete Effekt zwischen den Tagen gut zu
beobachten ist, wohingegen eine Verdnderung im Tagesverlauf nur am Donnerstag zu
erkennen ist.

11
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3.2. Cortisol-Konzentation im Blutplasma

In diesem Versuch wurde die Cortisol-Konzentration im Blutplasma von 12 Marathon-
laufern untersucht (sieche Brunner (2002) S. 10), die eine abrupte Trainingspause {iber
zwel Wochen einhalten mussten. Im Falle solch einer radikalen Trainingsunterbrechung
treten sogenannte ,, Sportentzugserscheinungen auf, die mit Unbehagen, Schlaflosigkeit
und Verdauungsstorungen einhergehen konnen. Ziel dieses Versuches war es, die Veran-
derungen der Cortisol-Konzentration bei ,,Sportentzugserscheinungen* zu untersuchen.
Weiterhin war die Frage von Interesse, ob die Verabreichung von m-CCP die erwarte-
ten Schwankungen in der Cortisol-Konzentration verringern und somit gegebenenfalls
die Symptome des Sportentzugs reduzieren kénnte. Dazu wurde allen 12 Probanden
vor und nach der zweiw6chigen Trainingspause (vor, nach) die Substanz m-CCP ver-
abreicht und anschliefend wurden jeweils sieben Messungen (0 min., 30 min., 60 min.,
90 min., 120 min., 180 min., 240 min.) der Cortisol-Konzentration in kurzen Abstén-
den durchgefiihrt. Nach einer Auswaschzeit vor und nach der Trainingspause wurde
die Cortisol-Konzentration, ohne Behandlung (Placebo), noch einmal in den gleichen
Abstédnden sieben Mal gemessen. Damit ergibt sich ein 3-faktorielles hochdimensiona-
les Repeated-Measures-Design, da an 12 Probanden 28-mal die Cortisol-Konzentration
gemessen wurde. In Abbildung 3.2 sind Median-Plots der Cortisol-Konzentration dar-
gestellt.
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Abbildung 3.2.: Median-Plots der Cortisol-Konzentration
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3.2. Cortisol-Konzentation im Blutplasma

Aus den Median-Plots (Abbildung 3.2) lésst sich die vermutete Verdnderung der
Cortisol-Konzentration durch die Verabreichung von m-CCP ablesen, sowie eine leichte
Veranderung vor und nach der Trainingspause unter beiden Behandlungen erkennen.
Eine deutliche Verdnderung in den wiederholten Messungen an den jeweiligen Tagen
kann aber nicht beobachtet werden. Die Daten sind deutlich schief verteilt, sodass auch
hier eine Annahme der Normalverteilung nicht sinnvoll ist.

Beide Beispiele werden in Kapitel 11 ausgewertet.
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4. Bekannte Verfahren unter
Normalverteilung

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Teststatistiken vorgestellt, sowie ihre
Weiterentwicklungen auf hochdimensionale Versuchsplane erlautert.
Seien dafiir

Xk:(Xkl,...,Xkd)/NN(u,V), k:1,...,n,

unabhéngig identisch verteilte Zufallsvektoren mit entsprechendem Erwartungswert-
vektor g = (1, ... pq)" und Kovarianzmatrix V. Weiterhin sei X. = (Y.l, .. ,Y.d),
der Vektor der arithmetischen Mittel und ‘7” die empirische Kovarianzmatrix. Die be-
trachteten Hypothesen seien von der Form Hy : Hp = 0 mit r (H) = p < d, wobei H
und der entsprechende Projektor T = H'(HH')™ H Kontrastmatrizen sind.

4.1. Hotelling's T?-Test

Eine der klassischen Teststatistiken, welche auch in Repeated-Measures-Designs ihre
Anwendung findet, ist der von Hotelling (1931) hergeleitete T2-Test. Hierfiir wird der
Vektor HX . betrachtet und von beiden Seiten an die Inverse der empirischen Kovari-
anzmatrix (HV , H')~ multipliziert:

2=n. (HX.) (Hf/nH’>_1 (HX.) ~ T?(p,n — 1,0). (4.1)

Sei T? (p,n — 1,6) die Hotteling s T2-Verteilung mit dem Nichtzentralititsparameter
S=n-(Hp) (HVH')f1 (Hp), welcher unter Hy : Hp = 0 verschwindet.

Solange die Anzahl der Messwiederholungen d kleiner als der Stichprobenumfang n
ist, kann diese Statistik berechnet werden und liefert eine gute Approximation fiir
die Verteilung von t? durch eine T2-Verteilung. Liegt hingegen ein hochdimensiona-
les Versuchsdesign (d > n) vor, dann ist die empirische Kovarianzmatrix V, singulir

~—1
und es ist nicht moglich deren Inverse V,, zu berechnen. Das bedeutet fiir die Be-
trachtung von speziell hochdimensionalen Versuchsplinen kann der Hotellings 72-Test

15



4. Bekannte Verfahren unter Normalverteilung

nicht berechnet werden und wird daher im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht mehr
betrachtet.

Anders verhélt es sich mit den im Nachfolgenden vorgestellten Verfahren, welche in
hoch- und niedrigdimensionalen Versuchsdesigns bestimmt werden konnen.

4.2. Box-Approximation

Das Ziel ist es, Statistiken fiir das Testen von Hypothesen der Form T'p = 0 herzuleiten.
Dazu wird zuerst die quadratische Form der Mittelwertsvektoren Q% = n - X./TX.
betrachtet und versucht deren Verteilung zu bestimmen.

Dies gelingt approximativ, da sich quadratische Formen in normalverteilten Zufallsva-
riablen als eine gewichtete Summe von x? -Verteilungen darstellen lassen. Diese Ver-
teilung der Linearkombinationen Zle A;C; kann dann durch die Verteilung einer mit
g gestreckten Xfc - Verteilung approximiert werden, so dass die ersten beiden Momente
von Z?:1 AiCiund g-U ~ gxfc iibereinstimmen.

Dieses Verfahren, eine Verteilung zu approximieren, wird analog zu vorangegangenen
Arbeiten (Werner, (2004), Becker, (2010)) ,Box-Approximation* genannt. Fiir eine
explizite Herleitung siehe Box I (1954) und Box II (1954). Dann gelten folgende Bezie-
hungen:

d
E(Z)\1C1> :Z)\iéE(g-U)zg-fZSp(E)

d d
Var (ZA@-) :Q-ZAféVar(g-U):2-92-f:2-5p(22).

Es folgt daraus f = [Sp(X)]* /Sp (%?) und g = Sp (=?) /Sp (). Somit hat die qua-
dratische Form @)} die approximative Verteilung:

n-XTX. Q.
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4.2. Box-Approximation

4.2.1. ANOVA-Typ Statistik

Wird in (4.2) zum Schétzen der unbekannten Kovarianzmatrix die empirische Kovari-
anzmatrix

s ]. " — / —
¥p=—— TX,—-TX.) (TX,—-TX.
" (n—1) kzl ( k ) ( k )
verwendet, so ergibt sich die klassische ANOVA-Typ Statistik (ATS) unter Annahme
der Normalverteilung, zum Testen von Hy : Ty = 0O:

_ & N2 F T pin

Wird die empirische Kovarianzmatrix 3., ebenfalls zum Schiitzen von f verwendet,

dann ist diese Schétzung nicht erwartungstreu, sondern verzerrt. Die Verzerrung wéchst
o2
mit steigender Dimension d. Der Grund dafiir ist der Schétzer Sp (E )

n |, welcher mit

wachsender Dimension d positiv verzerrt wird. Dieses Problem wurde bereits von Wer-
ner (2004) bearbeitet.

4.2.2. Geisser-Greenhouse Statistik

Wird in (4.2) die unbekannte Spur der Kovarianzmatrix als quadratische Form dar-
gestellt und darauf ebenfalls die Box-Approximation angewendet, so ergibt sich die
Statistik von Geisser-Greenhouse (1958) (GG):

* oA p ()]
5 (%) 5 (%)

Auch bei dieser Teststatistik besteht das Problem in der addquaten Schitzung des
Freiheitsgrades f = [Sp (E)]2 /Sp (22). Wird dafiir, analog zur ANOVA-Typ-Statistik
(4.3), die empirische Kovarianzmatrix 3, zur Schatzung von [Sp(E)]2 und Sp (22)
verwendet, so ist der Schétzer ]? verzerrt und die Statistik wird mit wachsender Di-
mension immer konservativer.

Dieses Problem wurde speziell von Becker (2010) bearbeitet. Daher werden die Ergeb-
nisse von Werner (2004) und Becker (2010) in den néchsten Abschnitten kurz vorge-
stellt.

Es sei noch angemerkt, dass Geisser und Greenhouse (1958) aus diesem Grund die
untere Grenze f = 1 als Freiheitsgrad vorgeschlagen haben, welche aber oft zu noch

17



4. Bekannte Verfahren unter Normalverteilung

konservativeren Ergebnissen fithrt als die Verwendung der empirischen Kovarianzma-
trix.

4.2.3. Schatzer fiir den Freiheitsgrad f

Um die Verzerrung des Freiheitsgradschétzers f zu verringern, wurden erwartungs-
treue, konsistente und dimensionsstabile Schétzer (siche Definition A.3.4 Dimensions-
stabilitéit) fiir die Spuren ([Sp (X)]* und Sp (2?)) der Kovarianzmatrix bendtigt.

Die von Werner (2004) hergeleiteten Schéitzer By und Bj sind erwartungstreu und
erfiillen unter Annahme der Normalverteilung die ebenfalls geforderten Bedingungen.
Weiterhin wurde in Werner (2004) ein erwartungstreuer Schétzer fiir Sp (2) entwickelt,
der im Folgenden mit By bezeichnet werden soll.

Sie sind die arithmetischen Mittel von Quadrat- und Bilinearformen, die wie folgt
definiert sind:

A, = X\ TX ),
Ay = X\TX,, k#1.

Mit deren Hilfe ergeben sich die Spurschétzer By, B; und By mit folgenden Erwar-
tungswerten:

- Z 4, Epy (Bo) = 5p (%)
B, = Py Y Ak A En, (B1) = [Sp ()]
k;él
By=—— "D ZA Ep, (B2) = Sp (£?).
k£l

4.2.4. ANOVA-Typ Statistik nach Werner

Durch das Einsetzen der zuvor definierten Schétzer in (4.2) ergibt sich die von Werner
(2004) (siehe auch Ahmad et al. (2008)) hergeleitete ANOVA-Typ Statistik (ATS-
Werner):

aprsw Gn oyp o T (15)

By "7 (n—1) By
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4.2. Box-Approximation

4.2.5. Geisser-Greenhouse Statistik nach Becker

Analog werden in der Geisser-Greenhouse Statistik (4.4) die eben definierten Schétzer
Biund Bs verwendet, um den Freiheitsgrad f zu schétzen. Daraus ergibt sich die in
Becker (2010) hergeleitete Statistik (siehe auch Bunner (2009))

agoes = I g (Fn-f), e (4.)

Sp (zTn) By (1 + ﬁ) ’

welche im Folgenden mit GG-Becker Statistik bezeichnet werden soll.
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4. Bekannte Verfahren unter Normalverteilung

4.3. Notwendigkeit dimensionsstabiler Schatzer

Anhand von Simulationen soll die Notwendigkeit von erwartungstreuen, konsistenten
und speziell dimensionsstabilen Schétzern im Repeated-Measures-Design verdeutlicht
werden. Wie aus Tabelle 4.1 ersichtlich ist, degenerieren die klassischen Verfahren (ATS
und GG) mit wachsender Dimension schon unter Normalverteilung mit Compound
Symmetry als Kovarianzstruktur (siehe Definition 2.2.1). Daher kann im Repeated-
Measures-Design ohne Annahme der Normalverteilung nicht auf Schéitzer verzichtet
werden, die neben Erwartungstreue und Konsistenz auch die Eigenschaft der Dimen-
sionsstabilitdt besitzen.

In den folgenden Kapiteln werden Statistiken mit den geforderten Eigenschaften her-
geleitet.

Tabelle 4.1.: Niveau: 95%-Quantile der Statistiken mit n = 10 und CS(2,1)

’ d ‘ ATS \ATS—Werner\ GG \GG-Becker‘

3 10,9318 0,9498 0,0578 | 0,9457
5 10,9532 0,513 0,0725 | 0,0484
8 | 0,9699 0,519 0,0817 | 0,9497
10 | 0,9747 0,0483 0,0871 | 0,9464
20 | 0,9934 0,9559 0,0969 | 0,9542
30 | 0,081 0,0473 0,0091 | 0,9461
50 | 0,9997 0,527 1,0000 | 0,9514
100 | 1,0000 0,9521 1,0000 | 0,9513
150 | 1,0000 0,9501 1,0000 | 0,9494

Es ist zu beachten, dass alle bisher vorgestellten Statistiken die Normalverteilung der
Zufallsvektoren voraussetzen, wobei die Statistik nach ATS-Werner (4.5) diese Vor-
aussetzung nicht zur Herleitung der Teststatistik, sondern lediglich zum Nachweis der
genannten Figenschaften der Schétzer B; und By bendtigt.
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5. ANOVA-Typ Statistik ohne
Normalverteilung

Das Ziel dieses Kapitels wird es daher sein, {iber die beiden vorgestellten Ansétze
der ANOVA-Typ Statistik (4.3) und der Geisser-Greenhouse Statistik (4.4) mit Hilfe
der in Werner (2004) entwickelten Schétzer eine Teststatistik herzuleiten, die robust
unter der Annahme der Normalverteilung ist. Dazu werden die beiden Ansétze im
Vorfeld verglichen, um festzustellen, welcher sich besser auf die neuen Modellannahmen
erweitern lasst.

Es ist daher zu beachten, dass der Schétzer der Spur der Kovarianzmatrix By, welcher in
der Werner-Statistik benotigt wird, nur im Ein-Stichprobenfall ohne Einschrénkungen
unverzerrt bestimmt werden kann. Dies ist im Mehr-Stichprobenfall nur unter starken
Restriktionen hinsichtlich des Versuchsdesigns moglich. So miissten zum Beispiel im
Zwei-Stichprobenfall entweder die Kovarianzmatrizen oder die Stichprobenumfinge in
beiden Gruppen gleich sein (siche auch Ahmad (2008)). Es sollte aber eine Statistik
hergeleitet werden, die eine Erweiterung auf den Mehr-Stichprobenfall zuldsst, ohne
eben genannte Modelleinschrénkungen zu bendétigen.

Dies wurde unter Annahme der Normalverteilung fiir den Zwei-Stichprobenfall iiber
den Ansatz von Box und Geisser-Greenhouse bereits von Becker (2010) hergeleitet.
Daher wird der ATS-Werner Ansatz zwar weiter verfolgt und in einem separaten Ka-
pitel dargestellt, doch das Hauptaugenmerk liegt auf dem Ansatz von Geisser und
Greenhouse iiber die Spur der empirischen Kovarianzmatrix, welcher von jetzt an Ge-
genstand der weiteren Betrachtung sein wird. Damit werden sich fiir den in dieser
Arbeit betrachteten Ein-Stichprobenfall zwei Teststatistiken ergeben, die abschiefend
miteinander verglichen werden.

In den néchsten Abschnitten wird die Herleitung einer Teststatistik ohne Annahme der
Normalverteilung erlautert.

21



5. ANOVA-Typ Statistik ohne Normalverteilung

5.1. Grundlagen

Aufgrund der Tatsache, dass keine explizite Normalverteilung der betrachteten Zufalls-
vektoren gefordert wurde, konnen einige der nachfolgenden Ergebnisse nur asympto-
tisch mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes erreicht werden.

Satz 5.1.1 (Zentraler Grenzwertsatz)

Seien X = (Xp1,...,.Xpa), k= 1,...,n, d < oo, unabhingig identisch verteilte Zu-
fallsvektoren mit Erwartungswertvektor p = (uy, . .. ,pq)" und existierender Kovarianz-
matric V. < oco. Weiterhin sei T ein Projektor (mit Hy: Tp = 0 sowie TVT = %)
und X. = (Y.l, e ,Y.d)/ der Vektor der arithmetischen Mittel. Dann gilt:

Vi (X.—p) 5 U~ N(0,V) und
Vi (TX. = Tp) 5 U ~ N (0,%) fiir n — oo.

Beweis: Siehe zum Beispiel Ferguson (1996), S. 26-35.

O

Da die Zufallsvektoren X =T'Zp + Ep- 15+, k= 1,...,n, unter den Modellannah-
men (2.1) die Voraussetzungen des Zentralen Grenzwertsatzes erfiillen, kann auf die
quadratische Form der Mittelwertsvektoren QF = n - X./TX. die Box-Approximation
(4.2) asymptotisch angewendet werden und es folgt daraus:

Q, n-X'TX.

| S ()
SE) sy SN TS

[Sp ()17
Sp (22) ’

(5.1)

5.2. Ansatz nach Geisser-Greenhouse

Zu Beginn wird analog zu Geisser-Greenhouse (4.4) die unbekannte Kovarianzmatrix
im Nenner des Quotienten @ /Sp (3) durch die empirische Kovarianzmatrix

IS (nil) zn: (TX,-TX.) (TX), - TX.)
k=1

ersetzt. Daraus ergibt sich der neue Quotient

C, = _ O

= (in) (5.2)
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5.2. Ansatz nach Geisser-Greenhouse

dessen Verteilung approximativ bestimmt werden muss.

Da unter Normalverteilung die beiden Zufallsvariablen im Z&hler und Nenner unkor-
reliert sind, kénnte dann eine weitere Box-Approximation auf den Nenner angewendet
werden. Das ist allerdings unter den gegebenen Modellannahmen (2.1) nicht moglich.
Denn aufgrund der Tatsache, dass unkorrelierte normalverteilte Linearformen stochas-
tisch unabhéngig sind, folgt auch die Unabhéngigkeit der quadratischen Formen (siehe
Lemma A.3.8 und Satz A.3.9 Craig und Sakamoto). Ohne die explizite Annahme der
Normalverteilung folgt aber aus der Unkorreliertheit der Linearformen nicht mehr deren
Unabhéangigkeit, somit sind auch die quadratischen Formen nicht mehr unkorreliert.
Es ist also nicht sinnvoll eine separate Box-Approximation fiir die Spur der empiri-
schen Kovarianzmatrix im Nenner durchzufiihren, da der Quotient zweier abhéngiger
x? -Verteilungen nicht mehr F-verteilt wire.

Das Problem der Abhéngigkeit von Zahler und Nenner wird umgangen, indem der Quo-
tient der beiden quadratischen Formen C,, = Q7 /Sp <2n> als eine neue Zufallsvariable
aufgefasst wird.

Die Idee ist, die Verteilung der neuen Zufallsvariablen C;, mit Hilfe einer Box-Approxi-
mation anzunghern.

*

In (5.1) wurde bereits gezeigt, dass % approximativ einer X?r / f Verteilung folgt.
Wird im Zéhler die Spur der Kovarianzmatrix durch den erwartungstreuen und kon-
sistenten Schétzer 2 ersetzt, so ist die Verteilung des Quotienten C,, = 9n

Sp(En)

unbe-
kannt.

Da aber i)n BN konvergiert, kann C), als eine Approximation des Quotienten Sﬁ%)
angesehen werden.

Daher wird im Folgenden die Verteilung des Quotienten C,, mit Hilfe einer modifizier-
ten Box-Approximation angendhert, so dass die ersten beiden Momente von C,, mit
denen einer mit g gestreckten X?cl/ f1 -Verteilung {ibereinstimmen. Es wird also nicht
mehr wie bisher, die Verteilung von Zé&hler und Nenner einzeln, durch zwei getrenn-
te Box-Approximationen angendhert, sondern die Verteilung des Quotienten C,, wird
approximiert.

In den folgenden Abschnitten soll die benétigte Theorie fiir diese Approximation her-
geleitet werden.
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5. ANOVA-Typ Statistik ohne Normalverteilung

5.3. Box-Approximation eines Quotienten von
Zufallsvariablen

Es wird versucht iiber eine modifizierte Box-Approximation die Verteilung des Quotien-
ten der quadratischen Formen C,, direkt durch eine mit g; gestreckte Xfcl / f1 -Verteilung
anzundhern, so dass Erwartungswert und Varianz iibereinstimmen.

Sei dafir

U~ X3 /A

mit

ECp)=E|—7F2~ | =E@nli) =g,
Sp (Zn)
Qs ! gt
Var (C,) =Var | —2— | =Var(g1Uy) =2-=.
Sp (zn) fi

Um die Approximation weiter fortsetzen zu kénnen, werden der Erwartungswert und
die Varianz des Quotienten C, bendétigt, welche nicht ohne weiteres exakt bestimmt
werden konnen. Daher werden die beiden Momente durch die im Nachfolgenden erldu-
terte Taylor-Approximation angenéhert.

Lemma 5.3.1 (Taylor-Approximation)

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit E(X) = p, # 0 und E(Y') = py # 0, sowie
existierenden Varianzen Var(X) = 02 < oo und Var(Y) = o, < co. Dann liefert die
Taylor-Approximation fir die ersten beiden Momente eines Quotienten zweier Zufalls-
variablen folgendes:

. <X> LB {1 Var(Yg Cov(X.,Y) ]

Y ) o E(Y) [E(Y)? E(X)-E(Y)
ar E . [E(X)]2 ' Var(X) Var(Y) e Cov(X,Y)
Y <Y> T EG) {[E(X)F " [E(Y))? ? E(X)'E(Y)]

Beweis: Siehe Strange (1970), S. 173-175.
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5.3. Box-Approximation eines Quotienten von Zufallsvariablen

Um die Momente der Zufallsvariable des Quotienten C,, mittels Taylor-Approximation
anndahern zu konnen, werden vorab die Erwartungswerte, Varianzen und die Kovarianz
der quadratischen Formen im Z&hler und Nenner benétigt. Fiir die Berechnung der
Varianzen und Kovarianzen ist allerdings eine multivariate Version des Satzes von
Atiqullah (1962) iiber die Varianz einer quadratischen Form erforderlich.

Dieser Satz existiert noch nicht in konkreter Form und wird im n#chsten Abschnitt
hergeleitet.

Es muss erwdhnt werden, dass sich bereits Ohtaki (1990) mit der Darstellung der
Kovarianz von quadratischen Formen beschéftigt hat. Dabei wurde allerdings ein Re-
gressionsmodell der Form

Y =n(X)+e

angenommen, in dem die Parametervektoren Y und X gegeben waren, € den Vektor
der Fehlerterme bezeichnete und 7 (-) eine unbekannte Funktion war. Weiterhin wur-
de die dort beschriebene Herleitung der Kovarianz zweier quadratischer Formen mit
Hilfe dieses Regressionsmodells durchgefiihrt. Da in der vorliegenden Arbeit keine Re-
gressionsmodelle behandelt werden, miissen die benétigten Satze iiber Varianzen und
Kovarianzen von quadratischen Formen selbst hergeleitet werden.

Um die Herleitungen dieser Sdtze zu vereinfachen, sei daran erinnert, dass sich fiir
Zufallsvektoren Yy = (Ye1,...,Yea), k= 1,...,n, mit Y = (Y),...,Y) und Ma-
trix A = A’ = A, ® Iy mit A, symmetrisch und Eintridgen a;j, i,j = 1,...,n, die
quadratische Form Y’ AY wie folgt darstellen lisst:

n n
Y'AY =) > a;;- YY)
i=1 j=1

5.3.1. Kovarianz zweier quadratischer Formen

Satz 5.3.2 (Kovarianz von quadratischen Formen)

Die Zufallsvektoren Yy, = (Yi1,...,Yra) , k = 1,...,n, seien unabhingig und iden-
tisch verteilt und bezeichne Y = (Y, ... ,Y;)/ den Vektor aller Zufallsvariablen mit
En, (Y)=0 und Cov(Y) =1, ®X. Ferner sei7y = FE ([Y;ka), E=1,...,n und
fiir alle d < oo soll T4 < v, < o0 gelten. Seien A = A, ® I und B = B, ® I
symmetrische Matrizen mit a,, = diag{ Ay} und b, = diag{B,}.

25



5. ANOVA-Typ Statistik ohne Normalverteilung

Dann gilt:

Cov (Y'AY ,Y'BY) = (m —[Sp ()2 - 28p (22)) al,by + 2Sp (32) Sp(A,B,,).

Beweis: Siehe Anhang (Satz A.2.1) Seite 76

5.3.2. Varianz einer quadratischen Form

In Anlehnung an die vorangegangen Uberlegungen fiir den Satz iiber die Kovarianz
zweier quadratischer Formen, lasst sich daraus leicht die Varianz einer quadratischen
Form ableiten.

Satz 5.3.3 (Varianz einer quadratischen Form)
Die Zufallsvektoren Y, = (Yii,...,.Yia), k = 1,...,n, seien unabhingig und iden-
tisch verteilt und bezeichne Y = (Y, ... ,Y;l)/ den Vektor aller Zufallsvariablen mit

En, (Y) =0 und Cov(Y) = I, ® . Ferner sei 4 = E ([Y%Yk]Q), E=1,....n

und fiir alle d < oo soll 74 < v;, < oo gelten. Sei A = A" = A, ® I4 und bezeichne
a, = diag{A,}.
Dann gilt:

Var (Y'AY) = (71— [Sp ()] — 25p (2?) ) afan +25p () Sp (A42) .

Beweis:

Folgt als Spezialfall aus dem Beweis von Satz 5.3.2 iiber die Kovarianz zweier qua-
dratischer Formen, indem zwei identische quadratische Formen verwendet werden und
somit A=A,01;,=B,®1;=B gilt.

O

Fiir d = 1 ergibt sich die Formel fiir die Varianz einer quadratischen Form nach Atiqul-
lah (1962) (siche Satz A.3.7 Seite 89), somit kann dieser Satz als multivariate Version
des Satzes von Atiqullah bezeichnet werden.
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5.4. Anwendung der Theorie

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass die Modellannahmen in (2.1) auf Seite 5
die Voraussetzungen der Sétze zur Darstellung der Varianz (Satz 5.3.3) und Kovarianz
(Satz 5.3.2) von quadratischen Formen erfiillen.

5.4. Anwendung der Theorie

Da sich unter den Modellannahmen in (2.1) die Zufallsvektoren X als
Xe=TZp+FEr-1g+p, k=1,...n,

darstellen lassen folgt aus Proposition 2.3.1 fiir Y, =T X, = TT'Z; + T unter Hy:
Tp=0:

Yy = TX) = TTZ,,
EHO (Yk) = Oa
Cov(Yy)=TST =%, k=1,...,n.

Sei dann Y = (Y,...,Y")" der Stichprobenvektor, mit £ (Y) = 0 und Cov (Y) =
I,, ® ¥. Es bleibt noch zu zeigen, dass 74 < v;, < 0o Vd < oo gilt. Dafiir werden Re-
sultate der Lemmata 6.1.3 und 6.1.8 (Momente I und II) verwendet, welche in Kapitel
6 (Schétzer) hergeleitet werden, sowie die Modellannahme (2.1), dass die vierten Mo-
mente der Zufallsvariablen Z;, beschrankt sind: E (Z,fs) <v<oxVk=1,...,n,s=
1,...,d. Dann gilt fir 74:

, 9\ 6.1.8 ) 5 6.1.3 9
=B ([YiYi]®) < 8p (B2) + [Sp (D) < (v + 1) [Sp (D)
< ry < 00.
Die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass, solange die Dimension d < oo ist,

die Spur der Kovarianzmatrix unter den Modellannahmen existiert und beschrankt ist
mit:

=1

[Sp ()] = [Z /\i] <d- [mfm ()\z‘)] =d* -\, < oo,

wobei die \; die Eigenwerte der Kovarianzmatrix 3 sind.

Das heifst, dass die Voraussetzungen fiir die Sétze 5.3.2 und 5.3.3 zur Berechnung der
Varianzen und Kovarianzen von quadratischen Formen erfiillt sind und es moglich ist
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5. ANOVA-Typ Statistik ohne Normalverteilung

die Sétze auf die quadratischen Formen des Quotienten C,, anzuwenden. Dazu werden
die beiden Formen in der benétigten Matrizenschreibweise dargestellt.

Daraus folgt fiir die quadratische Form der Mittelwerte Q) mit dem Vektor der arith-
metischen Mittel Y. = (1), @ I;) Y

_ — 1
Qi=n-XTX.=n-Y.Y.=Y' <Jn ®Id> Y
n
=Y (A, ®I;,)Y =Y'AY
mit A=A,I;=1J,21I,

Um die Spur der empirischen Stichprobenkovarianzmatrix als quadratische Form dar-
stellen zu konnen, bedarf es einiger Vorbereitung.

Sel Yl_Y
(Pn®Id)'Y:
Y,-Y.

der mit Y. zentrierte Zufallsvektor, dann stellt sich die Spur der empirischen Kovari-
anzmatrix wie folgt dar:

sp(%n) = Sp((nin

1
(n—1)

n

2 (Yi—Y.) (Vi — Y.)’)

I
M=

sp((Yi-Y) (Yi-Y))

Bl

S

—_

_ (nim (Yi-Y) (Yp-Y))

e
Il
—_

Daraus ergibt sich die Méglichkeit (n—1)-Sp (in) als quadratische Form darzustellen
(siche auch Geisser-Greenhouse (1968)):

(n=1)-8p(2n) =3 (V5= ¥) (Y4 =Y =Y (P, @ L)Y
k=1
~Y'(B,®I1,)Y =Y'BY

mit B=B,1;=P, ®1,.
Wird B* = B} @ I, = ﬁ - (P, ® I;) gewahlt, so lasst sich Sp (f)TL) direkt als

quadratische Form darstellen: Sp (f]n> =Y'B*Y.
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5.4. Anwendung der Theorie

Nachdem die quadratischen Formen in die gewiinschte Gestalt gebracht wurden, konnen
die Varianzen und die Kovarianz direkt berechnet werden, wobei im Nachfolgenden nur
die Resultate aufgezeigt werden.

Die Varianz von @)}, ergibt sich wie folgt:

Var (Q;) =Var (Y'AY) = Var (Y’ (71an ® Id> Y)

= (r— [Sp (D) ~25p (7)) -~ +25p (22).

Analog lésst sich auch die Varianz von Sp (f]n) bestimmen:

Var (Sp(S0)) = Var (Y'B'Y) = (n_11)2 Var (Y (P, © I)Y)
n — 2
= (n—11)2 [(u —[Sp(Z)]? —2Sp (22)> (nl) +2Sp (22) (n— 1)}
= (74 — [Sp(Z))* — 2Sp (22)) % +25p (2?) 0 i Ty

Abschlieftend wird die Kovarianz der quadratischen Formen @ und Sp (f]n) berech-
net:

Cov (Q:;,Sp (f:n)) — Coo(Y'AY,Y'B*Y) = (nl_l)C’ov(Y’AY,Y’BY)
= o (- s P 2 () 2 w2 (32)
1

= <T4 ~[Sp(Z))* —2- Sp (22)) :
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5. ANOVA-Typ Statistik ohne Normalverteilung

5.4.1. Taylor-Approximation

Sind die Varianzen und Kovarianzen der quadratischen Formen bestimmt, ldsst sich die
Approximation der Momente des Quotienten C,, mittels der in Lemma 5.3.1 definierten
Taylor-Approximation durchfiihren.

Dafiir werden die Ergebnisse der vorangegangen Kapitel kurz aufgelistet.

Sei weiterhin

o nYY _ Q
" Sp (f]n) Sp (f]n)

mit den zugehodrigen Erwartungswerten, Varianzen und Kovarianzen der quadratischen
Formen @), und X,

E(Qr) =5p (%),
E (Sp (fln) =5p(2),
Var (QF) = % (74— [Sp (D) — 25p (52)) +25p ().
Var (Sp (f]n)> = % (T4 —[Sp (2)}2 —25p (22)> +25p (22) (n i 1)

~(ra - ISp(2) 250 (57))

n

Cov (Q;,5p ()
Zur Vereinfachung der Schreibweise werden folgende Bezeichnungen verwendet:
B1=[Sp(£)]* und B = Sp (£?).

Somit sind die Voraussetzungen fiir Lemma 5.3.1 erfiillt und der Erwartungswert und
die Varianz des Quotienten C,, = — Y2 _ kénnen angenahert werden:

Sp(Zn)

oo V. p@ | Ve(e(®))  co(@use(s)) ]
sp(Sa))  E(sp(S)) 2 (sp (in))f B(Q:) B (Sp (f:n))_
CSp(®) [ w (=B =26) + 265ty L — B —26)]
B Sp(z) B a B1 |

B+ 26 (n£1) B [Sp () +25p (22) - (nil)

N B - [Sp ()] ’
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5.4. Anwendung der Theorie

E@)P Cov ( Z’Sp(zn))]

B(sp(2.))] [ E@0E (50 (21))
_2Sp(22) (21)
S EP

5.4.2. Box-Approximation

Die Ergebnisse der Taylor-Approximation werden benutzt, um die in Abschnitt 5.3

begonnene Box-Approximation des Quotienten C,, = % berechnen zu konnen.
Sei dafiir:
Uy - X?fl/fl
mit
. [Sp(Z)? +2-5p (3?) - 1
E(Cp)=FE Qiﬁ = 5 =V~ BE(alh) = a1,
Sp (En) [Sp (2)]
* 2.5p(%?) . = 2
Var (Cy) =Var Qiﬁ = ( ) 2(n D = Var (g1U1) —92. 91
Sp (En) [Sp (32)] h

Der Streckungsparameter g; kann aus diesem Gleichungssystem direkt abgelesen wer-
den:

[Sp (D) +2-5p (22) - iy

g1 =

[Sp (2))?
B 2 Sp(®?) 2
_H(n—l) [Sp(Z)]2_1+(”—1)'f
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5. ANOVA-Typ Statistik ohne Normalverteilung

2
mit f = [;fgg]) , dem Freiheitsgrad aus der Box-Approximation in (5.1) (mit bekannter
Kovarianzmatrix X). Fiir n — oo geht der Streckungsparameter g; — 1.

Danach wird ¢; in die zweite Gleichung eingesetzt und diese nach f; aufgelost:

[t i
Var (g1 -Un)
2
B [Sp(2)]” +2- Sp (2?) - (nil) [Sp (2))?
[Sp(2))? 2-5p (%) oy
2 NG
(0 =1)- [Sp(Z)] +2- 5p ()]
[Sp ()7 - Sp (£°) - n(n—1)
(-1 4 4
=/ n +n+f~n(n—1)’
wobei f = [gg g;]; analog zur Bestimmung von ¢; definiert ist und fiir n — oo der

Freiheitsgrad f; — f geht.

Nun ergibt sich die Méglichkeit, die Statistik C),, durch eine mit g7 gestreckte X?cl / f1-

Verteilung zu approximieren, wobei fiir n — oo (), approximativ einer X?c / f-Verteilung
(5.1) folgt.

Cn _ @n

7 Sp(S) o G/ o

Allerdings enthalten sowohl f; als auch g; die unbekannten Parameter [Sp (X)]* und
Sp (22), die im Folgenden erwartungstreu, konsistent und dimensionsstabil geschatzt
werden miissen. Da die Herleitung technisch sehr aufwendig ist, wird der Nachweis der
gewiinschten Eigenschaften fiir die Schétzer von [Sp (X)]? und Sp (£?) in Kapitel 6
behandelt.
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5.5. Die neue ANOVA-Typ Statistik

5.5. Die neue ANOVA-Typ Statistik

Die in Kapitel 6 hergeleiteten Schéitzer By und By fiir [Sp(E)]2 und Sp (22) erfiil-
len alle gewiinschten Eigenschaften und es ist moglich, den Freiheitsgrad f; und den
Streckungsparameter g; durch Einsetzen von By und Bs zu schétzen.

> [(n—l)-Bl+2-Bg]2

fi= Bi-By-n(n—1)
2 By

(n—l)-B1

g1=1+

Durch Einsetzen von g; und j/‘"\l in (5.3) ergibt sich eine neue Teststatistik, welche im
Folgenden mit ATS-neu bezeichnet werden soll:

—neu Cn ; . N
ApTs 27297A “.“Xj?l/fl- (5.4)
g1 Sp (Zn) g1

Diese Statistik wurde ohne explizite Annahme der Normalverteilung hergeleitet und
kann daher auf beliebige metrische Daten, welche die Modellannahmen (Abschnitt
2.2.1) erfiillen, angewendet werden. Einzelheiten des Verhaltens der Teststatistik unter
verschiedenen Verteilungen finden sich im Kapitel 8 (Simulationen).

Anmerkung

Wie am Ergebnis ersichtlich wird, enthalten die Parameter f und g das 74 nicht mehr,
weshalb an dieser Stelle auf eine Definition und Herleitung eines Schétzers fiir 74 ver-
zichtet wird.

Im folgenden Kapitel werden die bereits aus Werner (2004) bekannten Schétzer der
Spuren der Kovarianzmatrix auf Nicht-Normalverteilung erweitert.
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6. Die Schatzer B; und Bs

6.1. Quadrat- und Bilinearformen

Allgemein seien die Quadrat- und Bilinearformen analog zu Werner (2004) sowie Ah-
mad et al. (2008) definiert:

Definition 6.1.1 FEs gilt folgende Unterscheidung:

Quadratform k=1

Ay =X,TX, =Y,Y =
& k : R {Bilinearform k #1,

wobei fir k =1 Ag; mit Ay bezeichnet werden soll.

Definition 6.1.2 Seien By und By Schdtzer fir [Sp(E)]2 und Sp (22) und analog
zu Ahmad et al. (2008) wie folgt definiert:

n

1 1
Bl:n(n—l).ZAk.Al BQ:n-(n—l)

n
2
: E Al
k=1 l=1
)

Es folgen einige Lemmata und Sétze, die fiir den Nachweis der gewiinschten Eigen-
schaften dieser Schétzer benotigt werden.
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6. Die Schatzer B; und Bs

Lemma 6.1.3 (Momente I)

Seien X = (Xg1,...,Xka) s k = 1,...,n, unabhdangig identisch verteilte Vektoren von
Zufallsvariablen mit E(Xy) = p, Cov(Xy) = S und sei T ein Projektor fir den
Hy: Tp =0 gilt, sowie Yy, =TX}y, mit Eg, (Yi) =0 und Cov(Yy) =TST =X.
Dann gilt fiir die Momente der Quadrat- und Bilinearformen:

1. E(A;) =Sp(%)

2. B (A4:A4) "2 [Sp(2)]
3. E(Ak) =0

4. E(A%) = Sp(3?)

5. Sp(3?) < [Sp (D) < E (A7)

Beweis:

1.) folgt aus dem Satz von Lancester (A.3.6)
E(Ay) = E(Y,Y ) = Sp(%)

2.) folgt aus 1.) und der Unabhéngigkeit der quadratischen Formen, fiir k& # [.

3.) folgt ebenfalls aus der Unabhéngigkeit, fir k # [:
E(An) =E (YY) = E(Y})-E(Y)) =0.

4.) folgt durch Ausnutzen der Invarianz der Spur unter zyklischen Vertauschungen:
E(A}y) = E(Y,Y\Y,Y)) = E(Sp (Y, Y,Y,Y)))

=E (Sp(Y,Y, YY) =Sp(E (YY) E (YY) =5p(2?).
5.) Der erste Teil der Ungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung und
der Eigenschaft, dass die Spur einer symmetrischen Matrix gleich der Summe ihrer

Eigenwerte ist, wobei alle Eigenwerte A; > 0 sind da 3 positiv semidefinit ist. Der
zweite Teil folgt aus der Definition der Varianz und 2.)
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6.1. Quadrat- und Bilinearformen

Fiir die Berechnung und Abschétzung der héheren Momente der Quadrat- und Bili-
nearformen werden zuvor zwei spezielle Darstellungssétze bendtigt, die im Folgenden
hergeleitet werden.

6.1.1. Darstellungssitze

Satz 6.1.4 (Darstellung einer Bilinearform)
Seien X = (X1,...,Xq) und Y = (Yi,...,Yy) unabhingig identisch verteilte Zufalls-
vektoren mit E(X) = E(Y) = 0 und Cov (X) = Cov(Y) =S mitr(S) =r <d

sowie T ein Projektor. Dann gilt fiir die Bilinearform.:

d
A=X'TY =) \NUW,,
=1

wobei die \; die Figenwerte von T'S sind. Auferdem sind U = (U, ...,Uy) und W =
(W, ..., Wy)" Zufallsvektoren mit E (U) = E (W) = 0 und Cov (U) = Cov (W) = I,.
Beweis:
1. Schritt

Die Aussage wird zunéchst fur » = d bewiesen, d.h det (S) = |S| # 0. Dieser Fall
wurde bereits von Werner (2004) gezeigt.

2. Schritt
Sei S singulédr, mit r (S) = r < d.
Beweis:

Folgt aus dem Anwenden der Ergebnisse aus dem 1. Schritt auf den singuldren Fall des
Beweises fiir quadratische Formen von Mathai und Provost (1992), Seite 28-38 sowie
Brunner (2010) Seite 36-38.
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6. Die Schatzer B; und Bs

Korollar 6.1.5 (Darstellung einer Bilinearform)

Fiir die Zufallsvektoren gelte Xj, = (Xp1,..., Xpg) =T Zp+ Ep-1g4+p, k=1,...n,
wie in (2.1) mit Cov(T'Zy) =TT = S und sei Yy, = TXy = TTZy + T definiert
wie in Proposition 2.3.1 mit Cov (Y') = TST = X. Dann ergibt sich fir k # 1 unter
Hy : T = 0 das spezielle Resultat von Satz 6.1.4:

Ay =X|TX, =YY,
d
= NiZiZu,
=1

wobei die \; die Figenwerte von T'S sind und die Zufallsvariablen Zy; unabhdngig
Vek=1,...,n,i=1,....,d.

Beweis: Siehe Anhang (Satz A.2.2) Seite 80

Satz 6.1.6 (Darstellung einer Quadratform)
Sei X = (X1,...,Xq)" ein Zufallsvektor mit E (X) = 0 und Cov (X) = S mit r (S) =
r < d sowie T ein Projektor. Dann gilt fir die quadratische Form:

d
A=X'TX =) NU},
=1

wobei die \; die Eigenwerte von TS sind und U = (Uy,...,Uy)" ein Zufallsvektor mit
EU) =0 und Cov(U) = 1, ist.

Beweis: Siehe Mathai und Provost (1992), Seite 28-38 sowie Werner (2004)
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6.1. Quadrat- und Bilinearformen

Korollar 6.1.7 (Darstellung einer Quadratform)

Fiir die Zufallsvektoren gelte Xj, = (Xp1,..., Xpgd) =T Zp+ Ep-1g4+p, k=1,...n,
wie in (2.1) mit Cov(T'Zy) =TT = S und sei Y, = TX, = TT Z,+T p definiert wie
in Proposition 2.3.1 mit Cov (Yy) = TST = X. Daraus ergibt sich unter Hy : Tp = 0
eine speziellere Version von Satz 6.1.6 und fiir die quadratische Form gilt:

A, =X\ TX, =YY,
d
i=1

wobei die \; die Figenwerte von T'S sind und die Zufallsvariablen Zy; unabhdngig
Vek=1,...n,i=1,....,d.

Beweis:

Ergibt sich als Spezialfall aus dem Beweis des Darstellungssatzes fiir Bilinearformen
(Satz 6.1.5), indem der Zufallsvektor X; = X, gesetzt wird.

O

Im Folgenden werden alle Berechnungen fiir §' positiv definit und mit existierender
Wurzel durchgefiihrt, da die Rechnungen im singuléren Fall analog verlaufen und sich
nur der Index von d auf r reduziert (siche Satz A.2.2).
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6. Die Schatzer B; und Bs

Lemma 6.1.8 (Momente II)

Fiir die unabhingig identisch verteilten Zufallsvektoren gelte X, = (Xg1, ..., Xpa) =
IZi+Ep-144+p, k=1,...n, wiein (2.1) mit Cov(T'Zy) =TT' = S und E (Z}.,)
y<ooVk=1,....n,s=1,....d. Sei Yy, = TX = TTI'Z + T definiert wie in
Proposition 2.3.1 mit Cov (Yy) = TST = X. Des Weiteren seien Ay, = YY) und
A =YY, k#1 Quadrat- und Bilinearformen (Siehe Definition 6.1.1).

Dann gilt unter Hy : T = 0 fiir die Momente der Formen:

IN

1) E (A}) < vSp (%) + [Sp(D))?
2
2) B (4347) < [15p (27) +[Sp (D]
3.) Var (Ax) <~5p (2?)
4) E (AY) <~Sp (24 +3[sp (2?)]°
2 (A%l) firk=r,l=sundk=s,l=7r
)E(AlA )_{[SP(EQ)]Q furk¢l7é7«7é5

E (AilAzs) < E (Ail) sonst.

Beweis:

Aus Proposition 2.3.1 folgt unter Hy: T = 0:

Y, = TXy, = TTZj, sowie Ep, (Y) = 0. Weiterhin sind die Zufallsvektoren Zy,
k=1,...,n, nach den Modellannahmen in (2.1) auf Seite 5 unabhéngig und enthalten
unabhéngige Komponenten Zj;, ¢ = 1,...,d, mit beschrinkten vierten Momenten:
E(Zl)<v<ooVk=1,...n,i=1,...d.

1.) Da die quadratischen Formen die Voraussetzungen von Korollar 6.1.7 erfiillen, ldsst

sich F (A%) mit Hilfe der Zufallsvariablen Zy;, k = 1,...,n, ¢ = 1,...,d, wie folgt
darstellen:

d 2 d d
E(A})=FE (ZAZ-Z,;) =3 Y NNE(Z327)

=1 =1 j=1

2B (24) + Y NNE(Z) E (28)

Il
WM Q.
A

wy

i#j
d d d
S 35 FRT) EVERTHLINS 3 pERY
—1 itj i=1 j=1
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6.1. Quadrat- und Bilinearformen

d d
—'ySp 22 + (Z&) Z)\j

=1

=75p (2?) + [Sp (D))*.
2.) folgt aus 1.) und aus der Unabhéngigkeit der quadratischen Formen fur k # [:
B(A}AD) = BUADE(AD) = [E (4})]’
< [vsp (22) + 1sp 7]
3.) folgt direkt aus 1.) und der Definition der Varianz.

4.) Da die Bilinearform Ay; die Voraussetzungen von Korollar 6.1.5 erfiillt, ldsst sich
E (A;‘;l) ebenfalls iber die Zj; darstellen:

E (Ay) = E (AuAnArAw)
i d d d

= B[ DS NANAZi 2 i 21y Zne Zir Zas Zas
i=1 j=1r=1 s=1

d d d

= Z Z Z Z )\i)\j)\r)\s [E (ZkiijZerks)]2

i=1 j=1r=1 s=1

und aus der Unabhéngigkeit der Zy;, k =1,...,n, i =1,...d, (siehe (2.1)) folgt:

d
:ZA?[E(Z,W ‘13 a2 [E(z4)"

iEr
<fyz/\4+32)\2)\2 <72A4+BZZ)\2/\2
1#£r i=1 r=1
=~5p(Z) +3 (Z A?) (Z A%) —Sp (=) +3[5p (22)]%.
=1 r=1

5.) folgt aus der Unabhéngigkeit, fiir £ # [, und aus 4.):
I)

Fir k =r, | = s und analog fiir k = s, r = [ gilt

2 (A%l 'A%s) =F (Aiz)

da E(Ak) = E(Aw).
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1)
Fiir alle Indizes verschieden folgt aus der Unabhéngigkeit
E (A} A%) = B (A}) - B(A%) = [p (%))

I1T)
Fir k=1, # s oder k = s, # r und analog
fir k # 7, I = s oder k # s, [ = r folgt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung:

E(A3,- A7) < \/E(A%)-E(At) =E (43).
(4h- A%) < JE(Al) - E(AL) = B (ah)

O

Damit sind alle erforderlichen Vorbereitungen fiir den Nachweis der gewiinschten Schéat-
zereigenschaften getroffen und es kann der nachfolgende Satz hergeleitet werden.
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6.2. Nachweis der Schitzereigenschaften

Satz 6.2.1 (Schéatzereigenschaften)

Seien By und By definiert wie in Definition 6.1.2 und erfillen die Zufallsvektoren Xy,
k=1,...,n, die Modellannahmen aus (2.1). Weiterhin sei Y, =TX, =TT Z,+Tu
definiert wie in Proposition 2.53.1 mit Cov (Y) =TST = 3.

Somit gilt unter Ho: T = 0: Byund Bo

1. sind erwartungstreue Schitzer fiir [Sp (X)])* und Sp (%?).
2. sind konsistent im Sinne von Definition A.3.2.

3. sind dimensionsstabil im Sinne von Definition A.3.4.

Beweis: Siehe Anhang (A.2.3) Seite 84

In den vorangegangenen Kapiteln wurde eine neue Priifgrofe zum Testen der Hypothese
Hy: T = 0 ohne Annahme der Normalverteilung der Zufallsvariablen X ;. hergeleitet.
Es wurden lediglich die Modellannahmen aus (2.1) vorausgesetzt. Fiir die gesamten
Herleitungen wurde die Dimension der Messwiederholungen als beliebig, aber fest mit
d < oo angenommen. Um allerdings die Konsistenz der Schéitzer sowie die asymptoti-
schen Resultate aus dem Zentralen Gerenzwertsatz (Abschnitt 5.1.1) zu erhalten, ging
der Stichprobenumfang n — co.

Im néichsten Abschnitt soll die Statistik AATS=W (4.5) von Werner (2004) ohne die
Annahme der Normalverteilung hergeleitet werden. Es wird sich zeigen, dass die glei-
che Priifgrofte zum Testen von Hy auch bei Daten eingesetzt werden kann, die keiner
Normalverteilung folgen.
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7. ANOVA-Typ Statistik nach Werner
ohne Normalverteilung

Solange es sich bei dem Versuchsaufbau um ein Ein-Stichproben-Design handelt, kann
neben dem bereits hergeleiteten Ansatz mittels der empirischen Kovarianzmatrix auch
der Weg tiber den Ansatz von Werner (2004) gegangen werden. Das Ziel bleibt wei-
terhin eine Teststatistik fiir die quadratische Form der Mittelwerte Q} = nY .Y . zu
finden. Hierfiir wird ebenfalls die, mit der Spur der Kovarianzmatrix skalierte quadrati-
sche Form @ aus (5.1) betrachtet, mit: % ~ Xff /f. Der Unterschied besteht darin,
dass anstelle der Spur der empirischen Kovarianzmatrix der erwartungstreue Schétzer
By = % > h_q A zum Schétzen der Spur der Kovarianzmatrix verwendet wird.

Wobei sich By ebenfalls als eine quadratische Form darstellen ldsst und ohne Annahme
der Normalverteilung Q7 und By nicht unkorreliert sind (Argumentation analog zu
Abschnitt 5.2). Daher wird die neue Zufallsvariable

n-Y.Y. _ %

D, =
" By By

(7.1)
definiert, dessen Verteilung unbekannt ist. Da aber By - Sp (X) konvergiert, kann
die unbekannte Verteilung des Quotienten D,, analog zu Abschnitt 5.2 mit Hilfe einer
Box-Approximation angenéhert werden.

Dies geschieht, indem die ersten beiden Momente von D,, mit denen einer um go ge-
streckten X?‘z / fa -Verteilung gleichgesetzt werden. Um die Momente des Quotienten
D,, anzundhern, wird ebenfalls die in Lemma 5.3.1 vorgestellte Taylor-Approximation
verwendet. Doch vorab werden die notigen Eigenschaften des Schatzers By unter den
in (2.1) gemachten Modellannahmen hergeleitet.
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7. ANOVA-Typ Statistik nach Werner ohne Normalverteilung

7.1. Der Schatzer B,

Lemma 7.1.1 Fiir die Zufallsvektoren gelte X = (Xg1,..., Xpa) =T Zp+Ep-14+
p, k=1,...n, wie in (2.1) mit Cov(T'Zy) =TT = S und E (Z}},) <~ < oo Vk =
1,...m,s=1,....d. Set Y, =TX, =TT Z +Tp definiert wie in Proposition 2.3.1
mit Cov (Yy) = TST = X. Weiterhin sei Ay, = X{.TX, =YYy, k=1,....n die
quadratische Form der Zufallsvektoren (Siehe Definition 6.1.1) und By = %Zzzl Ay

Dann gilt unter Hy : T = 0: By

1. ist ein erwartungstreuer Schatzer fir Sp (%) .
2. ist konsistent im Sinne von Definition A.3.2.

3. ist dimensionsstabil im Sinne von Definition A.3.4.

Beweis:

Unter Hg: T'u = 0 folgt aus Proposition 2.3.1:
Y. =TXy=TTZj sowie Ey, (Y) =0.
Damit ergeben sich die folgenden Resultate:

1.
Die Erwartungstreue wird mit Hilfe von Lemma 6.1.3 (Momente I) nachgewiesen:

Eyy (Bo) = E (;ZAk> = > B(A) = 5p(2).
k=1 k=1

2. und 3.
Zum Nachweis der Dimensionsstabilitdt und Konsistenz wird eine Abschétzung fiir
die Varianz des Schétzers, welche mit Hilfe von Lemma 6.1.8 (3) zu bestimmen ist,
benotigt.

n

Var (By) = Var (711 ZAk> = %Var (Ay)

<~ h-Sp(s?)]

Nun Idsst sich auch die Dimensionsstabilitdt des Schétzers By nachweisen, wobei dafiir
Lemma 6.1.3 (5) benutzt wird:
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Sp (%) [Sp (2)]
2
_ilese(Ey] _w [ (spe)
T S (®)P [Sp ()
Z%"YZCO(”)

Cp(n) ist somit unabhéngig von der Wahl der Dimension d und fiir n — oo geht
Co(n) — 0. Damit ist die Dimensionsstabilitdt im Sinne von Definition A.3.4 erfiillt.
Da Cy(n) eine Nullfolge ist, folgt auch die Konsistenz im Sinne von Definition A.3.2.

O

Da auch der Schéitzer By alle geforderten Eigenschaften erfiillt, kann jetzt analog zur
Herleitung in Kapitel 5 vorgegangen werden.

7.2. Momente der quadratischen Formen

Es werden zuerst die fiir die Taylor-Approximation der Momente bendtigten Erwar-
tungswerte, Varianzen und Kovarianzen mit Hilfe der Sétze 5.3.2 und 5.3.3 bestimmt.
Dafiir ist es von Vorteil, den Schétzer Bg ebenfalls als quadratische Form darzustellen:

ZAk_— "(I, ®Id)Y_— Y'(C,2I)Y =Y'C*Y

mit C* = - - (Cp, ® Ig) = - - (I, ® I 1) und
— 1~ 1
Qf=n-YY.=Y <Jn ® Id> Y = Y'AY
n
mit A = (A, ® I;) = (2J, ® I;) wie bereits in Abschnitt 5.3 definiert.
Es fehlen lediglich die Varianz des Schétzers By und die Kovarianz von By und Q.

Da die Voraussetzungen fiir die Sétze 5.3.2 und 5.3.3 erfiillt sind (siehe Abschnitt 5.4),
lassen sich Varianz und Kovarianz wie folgt darstellen:

Var (Bo) = Var (Y'CY) = % Var (Y (I,® 1) Y)
- % (1= [Sp (D) = 25p (Z2)) -+ 25p () -]

= % : (T4 — [Sp(2)]* —2Sp (22)> +25p (£?) - %
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% : [7‘4 —[Sp (E)]Q} und

Cov (Q,By) = Cov(Y'AY . Y'C*Y) = % Cov(Y" (:LJH ® 1d> Y Y (I, 1) Y)

- [(74 _Sp(D)2—2-Sp (22)) 142 8p(52)- 1}

= 1Sp(D)P] = Var (Bo).

7.2.1. Taylor-Approximation

Wie angekiindigt, werden jetzt die ersten beiden Momente des Quotienten D,, mit Hil-
fe der Taylor-Approximation (Lemma 5.3.1) angenéhert. Die dafiir benétigten Erwar-
tungswerte, Varianzen und Kovarianzen der quadratischen Formen @)}, und By werden
vorab aufgelistet.

Nun ist auch die Taylor-Approximation ohne weiteres durchfithrbar und zur Vereinfa-
chung der Schreibweise werden wieder folgende Bezeichnungen verwendet:

B = [Sp(X)])* und B = Sp (2?).

Approximation des Erwartungswertes und der Varianz von D,, = %i’:

Qn\ . E@Q) Var(By)  Cov(Q;.Bo)
b <Bo> " E(Bo) [1 [E (Bo)]? E(Q?Z)E(Bo)]
Sp (%) I A i)
| T A A
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Var(@:z) L E@r {Var (Qn) , Var(By) _, Cov( ;,BO)}

Bo) " [EB)? LEQ?  [E(B))?  EQ)E(Bo)
_B ;<T4—/31—262>+262+;[74—ﬂ1]_2;[r4—ﬂ1J]
B1 B B B
28, - =1 95y (22) . (D)
I TG

7.2.2. Box-Approximation

Mit den Ergebnissen aus der Taylor-Approximation ist es moglich die Verteilung des
Quotienten D,, = % mittels einer Box-Approximation anzunéhern.
Dies geschieht analog zur Box-Approximation in Abschnitt 5.4.2.

Sei dafiir:

Us mX?fg/fQ

mit

* 2.8p(2?) . (n—1) 9
Var(D,) = Var (BZ) = ][)S(p (2)])]2 " Var (gols) = 2- %

Der Streckungsparameter go = 1 kann dirket in die zweite Gleichung eingesetzt werden.
Es folgt die Berechnung des Freiheitsgrades fa:

Iy = 2 _n [Sp(®)
*T Var(gls) — (n—1) Sp(=?)
n
“wm-n t
wobei f = [gﬁ g%]; der Freiheitsgrad aus der Boxapproximation (5.1) mit bekannter

Kovarianzmatrix ist. Fiir n — oo geht der Freiheitsgrad fo — f.
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Das heifst, es ist moglich die Statistik D,, durch eine mit g9 gestreckte X?vz / fa- Verteilung
zu approximieren, wobei fiir n — oo D,, approximativ einer X?r / f-Verteilung folgt (siehe

(5.1)).

2
X f2 fa= i [5p(2)]

. oD . 5o (22) (7.2)

g2

D, _ Q5
B

Es besteht auch hier das Problem, dass fo die unbekannten Parameter [Sp (£)]? und
Sp (22) enthélt, welche im Folgenden geschitzt werden miissen.
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7.3. Die ANOVA-Typ Statistik nach Werner

Wie in Kapitel 6 gezeigt, sind die Schatzer Bjund B erwartungstreue, konsistente und
dimensionsstabile Schitzer fiir [Sp (X)]* und Sp (£?). Durch Einsetzen der Schiitzer
Bj und Bs in den Freiheitsgrad fo ergibt sich der Schétzer:

he D
2 (n—l) BQ.

Durch Verwendung des eben definierten Schétzers f in (7.2) ergibt sich ebenfalls eine
Teststatistik:
n B1

oD B (7.3)

*
ALV —p, = B2 R o

Diese Statistik ist aber gerade die in (4.5) vorgestellte ATS-Werner Statistik, nur oh-
ne explizite Annahme der Normalverteilung. Daraus folgt, dass die in Werner (2004)
bendétigte Annahme der Normalverteilung zum Nachweis der Dimensionsstabilitdt des
Schétzers By und zur Berechnung der Varianz zu streng gewéhlt wurde.

Im Einstichprobenfall konnten somit zwei Statistiken unter den Modellannahmen (2.1)

auf Seite 5 hergeleitet werden, welche im nachfolgenden Kapitel miteinander verglichen
werden sollen.
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8. Simulationen der Statistiken

8.1. Simulationstechniken

In diesem Kapitel werden Simulationen beziiglich der hergeleiteten Teststatistiken
durchgefiihrt, um das Verhalten dieser Tests unter verschiedenen konstruierten Be-
dingungen zu untersuchen. Zu diesem Zweck werden zu unterschiedlichen Modellkon-
stellationen Niveau- und Powersimulationen der Teststatistiken durchgefiihrt.

In den folgenden Abschnitten wird zuerst die Vorgehensweise der einzelnen Simula-
tionen beschrieben, sowie die Erzeugung der Zufallszahlen erldutert und abschliefsend
werden die Ergebnisse der Niveau- und Powersimulationen vorgestellt.

8.1.1. Niveau und Power

Es werden Zufallszahlen mit vorgegebenen Modellparametern erzeugt und anschliefsend
die Teststatistiken darauf angewendet. Dabei ist es das Ziel, Riickschliisse auf das Ver-
halten der Statistiken unter bestimmten Bedingungen zu erhalten. Ist die Anzahl der
Wiederholungen grofs genug, so lassen sich aus diesen Simulationen die Charakteristika
der Tests und eventuelle Problembereiche herauslesen.

Bei Niveausimulationen werden die Zufallszahlen unter Hypothese erzeugt und zu ei-
nem vorgegebenen Niveau o getestet. Es wird dafiir in jedem Durchlauf der p-Wert
der Teststatistik bestimmt und mit « verglichen. Die relative Haufigkeit der p-Werte
p mit p < « ist ein guter Schéatzer fiir das wahre Niveau des Tests, wobei fiir eine gute
Statistik das empirische Niveau moglichst nahe an dem vorgegebenen Niveau « liegen
sollte. Mit wachsender Anzahl an Simulationsdurchlaufen erhoht sich auch die Genau-
igkeit des Schétzers. In dieser Arbeit wurden alle Niveausimulationen zu o = 0,05 mit
Ngim = 10.000 Wiederholungen durchgefiihrt.

Um die Giite der jeweiligen Teststatistik besser darstellen zu kénnen, wird fiir den Ni-
veauschéatzer p ein Zufallsstreifen berechnet. Dieser wird mit Hilfe des Zentralen Grenz-
wertsatzes (siehe z.B. Dehling (2004), S. 213-226) hergeleitet, da jede Testentscheidung
als Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit o aufgefasst wer-
den kann und somit p die relative Haufigkeit von ng;, = 10.000 Bernoulli-verteilten
Zufallsvariablen ist. Es folgt die allgemeine Darstellung des Zufallsstreifens:
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8. Simulationen der Statistiken

ZS; = |a— a-(I—a) upo;at a-(I—a) up_az|,

Nsim Nsim

wobei Uy_ez das 1 — %7-Quantil der Standardnormalverteilung ist.

Damit ergibt sich fiir die durchgefiithrten Simulationen, zum Zufallsniveau «, = 0,01,
folgender Zufallsstreifen:
Z S5 = 10,04438 ;0,05561] .

Bei Powersimulationen wird das Verhalten der Tests unter Alternative (zur Hypo-
these Hy: T = 0) untersucht. Es ist dabei von Interesse, wie schnell ein Test eine
vorgegebene Alternative aufdecken kann. Dafiir werden analog zur Niveausimulation
Zufallszahlen zu einem festen Niveau « erzeugt. Zusétzlich erhalten alle Zufallszahlen
Xj; eine Verschiebung in der Form Xj; 4+ u;, wobei je nach Struktur der Powersimu-
lation auch einige p; = 0 sein diirfen. Diese Verschiebung wéchst solange bis der Test
die Verschiebung sicher aufdeckt. Die Power einer guten Teststatistik sollte also von
« beginnend moglichst schnell gegen 1 gehen. Der verwendete Schétzer fiir die Power
eines Tests ist, ahnlich zum Niveau, die relative Haufigkeit der p-Werte p, nur diesmal
mit p > «. In dieser Arbeit werden zwei Arten von Power untersucht, Ein-Punkt-Power
und Trend-Power, wobei sich die Bezeichnungen auf die Strukturen der Alternative be-
ziehen.

Im Falle der Ein-Punkt-Alternative, wird nur ein p; =  gesetzt und fiir j #i=1,....d
gilt ¢1; = 0, somit wird in allen Zufallsvektoren nur die i-te Komponente um ¢ verscho-
ben. Dabei ist es fiir die Power der Teststatistiken unerheblich, welche Komponente
verschoben wird.

Fiir die Trend-Alternative werden alle Zufallszahlen verschoben, wobei p; = § - i/d
gesetzt wird fiir i = 1,...,d und das § variiert. Es ergibt sich dadurch ein aufsteigender
Trend.

Dabei ist zu beachten, dass die betrachteten Teststatistiken nicht fiir eine spezielle
Art von Trend (z.B. aufsteigend oder absteigend) konzipiert wurden und somit die
Reihenfolge der Verschiebungen p;, ¢ = 1,...,d, keinen Einfluss auf die Power dieser
Teststatistiken hat. Aus diesem Grund wird in den Folgenden Simulationen, reprisen-
tativ fir die Trend-Alternative, nur ein aufsteigender Trend betrachtet.

Mit diesen beiden Methoden kann das Verhalten der Tests auf lokale und globale Ver-
schiebungen untersucht werden. In dieser Arbeit wurden alle Powersimulationen zu
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a = 0,05 mit ngy, = 10.000 Wiederholungen durchgefithrt. Die Verschiebung § wuchs
dafiir jeweils in kleinen Schritten, von 0 beginnend, bis die Alternativen sicher aufge-
deckt wurden.

8.1.2. Kovarianzstrukturen

Im Rahmen der Simulationen werden weiterhin drei verschiedene Klassen von Kovari-
anzstrukturen untersucht, die entweder als spezielles Kovarianzmodell bei Messwieder-
holungen auftreten oder die allgemeine Robustheit der Tests aufzeigen sollen.

Compound Symmetry (CS): Diese Art von Kovarianzstruktur liegt vor, wenn zum
Beispiel Zellkulturen eines Individuums unter verschiedenen Bedingungen gemessen
werden. In diesem Fall haben alle Messungen dieselbe Varianz und alle Kovarianzen
sind identisch (siehe Definition 2.2.1).

In solch einem Fall liegt eine CS (02,7') Struktur vor.

Autoregressiv (AR): Diese Art von Kovarianz tritt bei Messwiederholungen in Form
von Zeitreihen auf, wobei davon ausgegangen wird, dass zeitlich ndher zusammenlie-
gende Messungen héher miteinander korreliert sind, als weiter voneinander entfernt
liegende (siehe Definition 2.2.2).

In kurzer Schreibweise liegt dann eine AR(O’2,,0) Struktur vor.

Unstrukturiert (UN): in diesem Fall folgt die Kovarianzmatrix keiner bestimmten
Struktur.

8.1.3. Struktur der Zufallszahlen

Im Rahmen der Simulationen wurden in SAS Zufallsvariablen mit verschiedenen Ver-
teilungen und unterschiedlichen Kovarianzstrukturen erzeugt. Pro d-dimensionalen Zu-
fallsvektor wurden d unabhéngige Zufallszahlen mit identischer Verteilung fiir den
Messfehler erzeugt. Zuséatzlich wurde auf jeden Zufallsvektor eine weitere unabhéngig
erzeugte Zufallszahl als interindividuelle Streuung addiert.

Damit ergibt sich fiir das Grund-Modell:

X=Z+FE -1,
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Die folgenden Verteilungen wurden fiir den Zufallsvektor X erzeugt:

e Normalverteilung

e Log-Normalverteilung

Gleichverteilung auf [—1,1]

Exponentialverteilung mit A =1

Bernoulli-Verteilung p = 0,3

Wird das Modell in seiner Grundform betrachtet, so liegt eine Compound Symmetry
(CS) Struktur vor, da alle Varianzen sowie alle Kovarianzen identisch sind:

Var (X) =oc?I;+1J 4.

Um eine andere Kovarianzstruktur V' fiir den Messfehler zu erzeugen, wird der Ansatz
aus (2.1) (Modell) verwendet, mit A = V'/2;

Var (AZ) = ASA.
Dabei sollte S = Var (Z) = I gelten, ansonsten wird A = 1. V12 gewihlt.

Um fiir den Messfehler eine autoregressive Kovarianzstruktur zu erzeugen, wird die
Matrix A g so gewédhlt, dass alle Kovarianzen die gewiinschte Gestalt

Cov (Xpi, Xgs) = pl 7! o

besitzen.
Das gewiinschte Modell ergibt sich durch Multiplikation der Matrix A g an den Zu-
fallsvektor des Messfehlers Z.

Analog verhélt es sich mit der Erzeugung einer unstrukturierten Kovarianzmatrix
(UN). Diese entsteht indem alle Eintrége der Matrix Ay y aus {—1,0,1}-gleichverteilten
Zufallszahlen bestehen, welche auf die Matrix 2 - I; addiert werden. Das daraus resul-
tierende Modell ergibt sich ebenfalls durch Multiplikation von Ay an den Vektor der
Zufallszahlen des Messfehlers Z.

Weiterhin ist fiir die korrekte Erzeugung der Zufallsvektoren eine Unterscheidung der
verwendeten Verteilungen notig.
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1.)

Sind die zugrundegelegten Verteilungen des Zufallsvektors X unendlich teilbar und ist
die Darstellung des Erwartungswertes der Verteilung unabhéngig von der Darstellung
der Varianz und Kovarianz, so lasst sich X als eine Summe von unabhéngig identisch
verteilten Zufallsvektoren darstellen und das Modell X = AZ + E - 14 erzeugt die ge-
wiinschte Verteilung des Zufallsvektors X mit entsprechender Kovarianzstruktur (z.B.
Normalverteilung und Log-Normalverteilung).

Die Exponentialverteilung ist unendlich teilbar, da sie sich als eine Summe von zwei
Gamma(%, 1)-Verteilungen darstellen lésst, doch es ist fiir diese Verteilung nicht mog-
lich, mit Hilfe des Modells X = AZ + E - 1,4 eine autoregressive Kovarianzstruktur
unter der Hypothese Hy: T'; = 0 zu erzeugen.

2.)

Sind allerdings die simulierten Verteilungen nicht unendlich teilbar oder ist die Darstel-
lung des Erwartungswertes abhéngig von der Varianz und der Kovarianz (z.B. Gleich-
verteilung, Bernoulli-Verteilung und Exponentialverteilung), so werden fiir die Zufalls-
vektoren einige Transformationen benotigt bevor sie in den Simulationen verwendet
werden konnen. Diese werden im Folgenden anhand der Gleichverteilung erldutert.

Um eine Kovarianzstruktur fiir einen gleichverteilten Zufallsvektor X erzeugen zu kon-
nen, werden zuerst normalverteilte Zufallsvektoren AZ + F - 15 mit compound sym-
metric oder autoregressiver Kovarianzstruktur erzeugt und anschliefend durch Bestim-
mung der zugehorigen Quantile auf (0,1) projiziert. Danach werden diese durch An-
wenden der entsprechenden Umkehrfunktion in gleichverteilte Zufallsvektoren trans-
formiert. Es ist dabei zu beachten, dass durch diese Transformationen nur die groben
Eigenschaften der Kovarianzstrukturen erhalten bleiben und diese daher im Folgenden
mit UNcs und UNar bezeichnet werden.
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8.2. Niveau

Alle Simulationen wurden fiir verschiedene Statistiken im LD-F1 Design durchgefiihrt.
Zum einen wurden die beiden in dieser Arbeit hergeleiteten Statistiken ANOVA-Typ
Statistik nach Werner (ATS-Werner) (4.5) und die neue ANOVA-Typ Statistik (ATS-
neu) (5.4) betrachtet, sowie zur Veranschaulichung die klassische ANOVA-Typ Statis-
tik (ATS) (4.3) und die Box / Geisser-Greenhouse Statistik (GG) (4.4) angegeben. Die
folgenden Grafiken zeigen die verschiedenen Simulationsergebnisse fiir die Teststatisti-
ken, wobei fiir kleine Stichprobenumfinge n = 10 und zum Nachweis der Asymptotik
n = 30 betrachtet werden. Die Anzahl der Messwiederholungen hingegen variiert von
sehr klein d = 3 bis stark hochdimensional d = 500. Des Weiteren ist in allen Grafiken
der Zufallsstreifen Z.S5 durch zwei gestrichelte Linien gekennzeichnet. Es werden nur
die wesentlichen Resultate der Simulationen dargestellt.
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58

0,06

0,05

0,04

0,03

0,01

0,00

0,06

0,05

0,04

n=30

0 5 10 20 30 40 50
Dimension
'
—— ATS
—— ATS-Werner
—— GG
—— ATS-neu
0 5 10 20 30 40 50

Dimension

—— ATS

—e— ATS-Werner
—— GG

—e— ATS-neu

—— e |

100 300 500

e T e

100 300 500

Exponentialverteilung, oben UNcs Struktur, unten UNar



8.2. Niveau

0,03 —— ATS
—e— ATS-Werner
0,02 —— GG
—e— ATS-neu
0,01
0,00 —— ]
0o 5 10 20 30 40 50 100 300 500
Dimension
0,08 et bt b

NG

0,04
0,03
0,02} - ATS

—e— ATS-Werner

0,01
011 —— GG ——
—— ATS-neu
0,00 ———]
0 5 10 20 30 40 50 100 300 500
Dimension
0,08 et e ey

4

0,04
0,03 —— ATS
—— ATS-Werner
0,02 —— GG
—— ATS-neu
0,01
0,00 e ]

0 5 10

20 30 40
Dimension

50 100 300 500

0,02

0,01

0,03

0,02

0,01

0,00

0,06

0,03

0,02

0,01

0,00

—— ATS-Werner
—— GG
—e— ATS-neu

—_—

5 10 20 30 40
Dimension

50 100 300 500

———
—.—
—— ATS
—— ATS-Werner
—— GG
—— ATS-neu —
—
5 10 20 30 40 50 100 300 500

Dimension

—— ATS

—— ATS-Werner
—— GG

—— ATS-neu

==

—

5 10 20 30 40
Dimension

e
50 100 300 500

Abbildung 8.2.: Niveau: Normalverteilung, oben CS(2,1), mitte AR(1, 0,6), unten UN

99



8. Simulationen der Statistiken

0,06 et bt i) 0,06 et bt )

0,05 e 0,05 /\ —

0,04 0,04

—— ATS

0,03 0,03
—— ATS-Werner
—— GG
0,02 —— ATS 0,02 —— ATS-neu
—— ATS-Werner
—— GG
0,01 —— ATS-neu 0,01
p—
0,00 * —— e | 0,00 — e
0 5 10 20 30 40 50 100 300 500 0 5 10 20 30 40 50 100 300 500
Dimension Dimension

Abbildung 8.3.: Niveau: Log-Normalverteilung n = 30, links CS(2,1), rechts AR(1, 0,6)

0,06 At b ——— 0,07 e
—
0,05 % —_— 0,06
""""""""""""""" 0,05
0,04
0,04
008 ATS
——
0,03
—e— ATS-Werner
0,02 —— GG —
—— ATS-neu 0.02 ATS
—— ATS-Werner
0,01 001 —— GG
——ATS-neu
—
0,00 e 0,00 ———ee e |
0 5 10 20 30 40 50 100 300 500 0 5 10 20 30 40 50 100 300 500
Dimension Dimension

Abbildung 8.4.: Niveau: Gleichverteillung n = 30, links UNcs, rechts UNar

60



8.2. Niveau

0,06 et b fr—— 0,06 et bt ———
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, A ]
== W == —
0,05 ———— 0,05 —_—
— v ——

0,04 0,04
0,03 0,03

—— ATS
002 —— ATS-Werner 002

—— GG —— ATS

—— ATS-neu —e— ATS-Werner
0,01 001t — GG =~

—— ATS-neu
0,00 (== = JUUP I - 0,00 ey e a |
0 5 10 20 30 40 50 100 300 500 0 5 10 20 30 40 50 100 300 500
Dimension Dimension
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Wie aus den Niveausimulationen ersichtlich wird, halt die ATS-neu Statistik fiir n = 30
unter nahezu allen Verteilungen und Kovarianzstrukturen den Zufallsstreifen sehr gut
ein, wobei die Giite der Approximation der Verteilung mit wachsender Anzahl an Mess-
wiederholungen d immer weiter zunimmt. Fiir kleine Stichprobenumfinge (n = 10)
und eine geringe Anzahl an Messwiederholungen d hingegen ist die Teststatistik leicht
liberal, verbessert sich aber ebenfalls mit wachsendem d. Die zusédtzlich betrachtete
ATS-Werner Statistik hélt unter vielen Verteilungen das Niveau schon fiir n = 10 sehr
gut ein und die Giite der Teststatistik nimmt analog zur ATS-neu Statistik mit wach-
sender Dimension d zu. Es ist allerdings festzustellen, dass die ATS-Werner Statistik
unter schiefen Verteilungen (z.B. Exponentialverteilung in Abbildung 8.1) mehr ins
Konservative abrutscht als die neue ANOVA-Typ Statistik.

Die klassischen Verfahren ATS und GG, welche in den Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2
vorgestellt wurden, halten im Repeated-Measures-Design unter keiner Verteilung das
Niveau zufriedenstellend ein und sinken mit wachsender Dimension d immer weiter ins
Konservative.

Die in Abbildung 8.5 dargestellten Simulationsergebnisse fiir Bernoulli-verteilte Zu-
fallsvariablen wurden durchgefiihrt, um zu tiberpriifen in wieweit die Teststatistiken,
welche metrische Messwerte voraussetzen, auf den Extremfall von dichotomen Daten
reagieren. Es ist ersichtlich, dass beide Statistiken fiir n = 30 den Zufallsstreifen sehr
gut einhalten und somit eine mogliche Erweiterung der Teststatistiken durch Rénge
angestrebt werden konnte.
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8.3. Power

In den Powersimulationen wurden analog zum Niveau die ATS-neu und ATS-Werner
Statistik verwendet. Der Vergleichbarkeit halber waren die Stichprobenumféange eben-
falls identisch bei n = 10 und n = 30, wohingegen die Anzahl der Messwiederholungen
nur von d = 3 bis d = 300 betrachtet wurde. Da sich die beiden betrachteten Test-
statistiken in allen Powersimulationen nahezu nicht voneinander unterschieden haben,
wird in den folgenden Abbildungen nur die Power unter Normalverteilung fiir n = 30
und d = 3, 10, 50, 100, 300 dargestellt. Anhand dieser Darstellungen werden die ver-
schiedenen Powersimulationen und Kovarianzstukturen erlautert.
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Abbildung 8.6.: Ein-Punkt-Power: Normalverteilung n = 30, links CS(2,1), rechts
AR(L, 0,6)
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Abbildung 8.7.: Trend-Power: Normalverteilung n = 30, links CS(2,1), rechts
AR(L, 0,6)
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8.3. Power

Wie aus den Abbildungen 8.6 und 8.7 ersichtlich, wird die Trend-Alternative fiir beide
Statistiken mit wachsender Dimension d immer schneller aufgedeckt, wohingegen unter
Ein-Punkt-Alternative die Power der Statistiken mit gréfser werdendem d immer lang-
samer wachst. Dies ist allerdings nicht ungew6hnlich, denn unter Ein-Punkt-Alternative
wird bei einer sehr grofen Anzahl von Messwiederholungen sprichwértlich die Nadel im
Heuhaufen gesucht. Weiterhin ist zu erkennen, dass fiir kleinere Dimensionen (d<50)
die Alternativen unter autoregressiver Kovarianzstruktur schneller aufgedeckt werden
als unter Compound Symmetry. Entgegengesetzt verhalt es sich fiir eine im Verhéltnis
zum Stichprobenumfang sehr grofse Anzahl an Messwiederholungen. Hier werden die
Alternativen unter compound symmetric Kovarianzstruktur schneller aufgedeckt.

Im folgenden Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber die Handhabung der im Rahmen
dieser Arbeit erweiterten Makros gegeben.
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9. Software

Im Rahmen dieser Arbeit sind folgende Makros entstanden:
e NN-HD-F1
e NN-HD-F2
e NN-HD-F3

Diese Makros dienen dazu, ein- bis dreifaktorielle Repeated-Measures-Versuchsplane
mit SAS auszuwerten, wobei in jedem Makro die ANOVA-Typ Statistik nach Werner
und die neue ANOVA-Typ Statistik implementiert sind. Exemplarisch fiir die drei
Makros wird im Anhang A.1 der Quelltext von NN _HD-F1 abgedruckt.

9.1. Einbinden und Aufrufen der Makros

Da die Verwendung aller Makros komplett identisch ist, wird hier die Handhabung
anhand des NN-HD-F2 Makros erlautert.
Das Makro wird im SAS-Programmeditor mit dem Befehl

%INCLUDE ’C:\makro NN_HD_F2’

eingebunden. Der auszuwertende Datensatz muss als SAS-Datei vorliegen wobei darauf
zu achten ist, dass alle Messwerte als Vektor eingelesen werden miissen und nicht
als Matrix. Somit ist es gegebenenfalls notwendig den Datensatz vor der Auswertung
passend zu formatieren. Nachdem das Makro eingebunden wurde, wird es im SAS-
Programmeditor mit dem Befehl

%NN_HD_ F2( DATA = SAS-Datensatz,
VAR = SAS-Name der Zielvariable,
TIME1 = SAS-Name des ersten Zeitfaktors,
TIME2 = SAS-Name des zweiten Zeitfaktors,
SUBJEKT = SAS-Name der Individuen );

aufgerufen.
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Die Zeitfaktoren stehen fiir die Struktur der verbundenen Messwiederholungen pro
Individuum.

Dem Output sind dann die Werte fiir Statistiken, Freiheitsgrade und p-Werte zur Uber-
prifung der Hypothesen auf Effekte der Faktoren und der Wechselwirkung zu entneh-
men, wobei alle Werte jeweils fiir die ATS-Werner und ATS-neu Statistik dargestellt
werden.

Die Giite der in den Makros verwendeten Statistiken wurde bereits im Kapitel 8 (Si-
mulationen) untersucht und belegt. Weiterhin wurden die Makros einer Reihe von
Tests mittels konstruierter Datensétze unterzogen, um deren korrekte Funktionsweise
zu Uberpriifen.

Mit Hilfe dieser Makros werden im folgenden Abschnitt die in Kapitel 4 vorgestellten
Beispiele ausgewertet.
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10. Auswertung der Beispiele

10.1. a-Amylase Studie
Der a-Amylase Versuch wurde mit Hilfe des NN HD F2 Makros und der neuen

ANOVA-Typ Statistik (ATS-neu) ausgewertet. In den Klammern stehen die p-Werte
der Werner-Statistik (ATS-Werner).

Tabelle 10.1.: Auswertung der a-Amylase Studie

Untersuchung Effekt \ Statistik \ df. \ p-Wert ‘
Tag 01531 | 1.2363 | .94285 (.91185)
Beide Tage Zeit 5.3658 | 2.8133 | .00209 (.00700)
Tag x Zeit | 4.2168 | 2.4677 | .01258 (.02264)
Montag Zeit 1.7357 | 4.5015 | .2871 (.28994)
Donnerstag Zeit 8.1358 | 1.4751 | .00472 (.02374)

Da eine Wechselwirkung zwischen den Tagen (Montag, Donnerstag) und dem Zeitver-
lauf iiber den Tag vorliegt, wird eine weitere Auswertung des Faktors Zeit getrennt
nach den Tagen, mit Hilfe des NN _HD F1 Makros und der neuen ANOVA-Typ Sta-
tistik, durchgefithrt. Die nach Tagen getrennte Auswertung wurde zum «/2 = 2,5%
Niveau durchgefiihrt und die adjustierten p-Werte in Tabelle 10.1 dargestellt.

Abschliefsend ergibt sich, dass eine globale Schwankung der a-Amylase im Laufe eines
Tages (Faktor: Zeit) signifikant festgestellt werden konnte, doch nach genauerer Un-
tersuchung der Wechselwirkung wurde die Schwankung nur noch am Donnerstag, also
in der Mitte der Woche, signifikant nachgewiesen. Daraus folgt, dass die Vermutung
iiber den Einfluss der Tage auf den Tagesverlauf der a-Amylase statistisch bestétigt
werden konnte, wohingegen eine spezifische tagesverlaufsbedingte Schwankung nur in
der Mitte der Woche nachweisbar war. Weiterhin konnte kein globaler Effekt in der a-
Amylase zwischen den Tagen festgestellt werden. Die Ergebnisse der Auswertung sind
in Tabelle 10.1 dargestellt, wobei beide Statistiken zu denselben Testentscheidungen
gekommen sind.
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10.2. Cortisol-Konzentation im Blutplasma

Der Versuch iiber die Cortisol-Konzentration wurde mit Hilfe des NN _HD F3 Makros
und der neuen ANOVA-Typ Statistik (ATS-neu) ausgewertet. In den Klammern stehen
die p-Werte der Werner-Statistik (ATS-Werner).

Tabelle 10.2.: Auswertung der Cortisol-Konzentration im Blutplasma

’ Untersuchung ‘ Effekt ‘ Statistik ‘ df. ‘ p-Wert ‘
Vor /Nach Trainingspause Zeit 1 6.0413 | 1.2803 | .01619 (.03577)
Placebo / m-CCP Behandlung 13.508 | 1.2803 | .00022 (.00842)
Messungen pro Tag Zeit 2 2.5451 | 2.4768 | .08154 (.09069)
Zeitl x Beh .02241 | 1.2803 | .93424 (.89380)
Wechselwirkungen Zeitl x Zeit2 78037 | 3.5967 | .54947 (.52467)
Beh x Zeit2 4.1849 | 3.3213 | .00585 (.01361)
Zeitl xBehxZeit2 | .47484 | 3.3180 | .73707 (.71564)
Placebo Zeit 2 1.8618 | 3.7177 | .27180 (.27666)
m-CCP Zeit 2 .66338 | 4.8310 | .99999 (.99999)

Aufgrund der Tatsache, dass eine statistische Wechselwirkung zwischen dem Faktor
Behandlung (Placebo, m-CPP) und den Verlaufsmessungen pro Tag (Faktor: Zeit 2)
besteht, werden diese Messungen nach den Behandlungsarten getrennt und mit dem
NN HD_ F1 Makro und der ATS-neu Statistik ausgewertet. Analog zum ersten Bei-
spiel, werden die nach Behandlung getrennten Auswertungen zum «/2 = 2,5% Niveau
durchgefiihrt und die adjustierten p-Werte in Tabelle 10.2 abgetragen.

Wie aus Tabelle 10.2 ersichtlich, ergibt sich eine signifikante Verdnderung der Cortisol-
Konzentration in Bezug auf die Trainingspause. Ebenfalls konnte ein signifikanter Ein-
fluss des Mittels m-CCP gegeniiber Placebo festgestellt werden. Eine signifikante Ver-
dnderung der Konzentration in den Verlaufsmessungen pro Tag konnte nicht festgestellt
werden, allerdings hat die Behandlung einen Einfluss auf den Verlauf dieser Messun-
gen. Somit konnte der vermutete Zusammenhang zwischen abrupten Trainingspausen
und erhohter Cortisol-Konzentration signifikant nachgewiesen werden.

Fiir weitere Informationen zu den beiden Datensétzen siehe Brunner (2002), S. 9-10.
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In dieser Arbeit wurden globale Testverfahren fiir den Einstichprobenfall im Repeated-
Measures-Design, speziell fiir hochdimensionale Daten, ohne Annahme der Normalver-
teilung hergeleitet.

Nachdem die Probleme in den Herleitungen der bekannten Statistiken dargestellt wur-
den, welche auftreten, wenn die Annahme der Normalverteilung fallen gelassen wird
oder das Versuchsdesign hochdimensional ist, konnten zwei dieser Verfahren weiter
betrachtet werden. Um die Herleitungen dieser Verfahren auch ohne Normalvertei-
lungsannahme durchfiihren zu kénnen, wurde der zum Testen bendtigte Quotient der
quadratischen Formen als eine eigenstédndige Zufallsvariable angesehen. Im Zuge die-
ser Herleitungen entstanden die Sdtze zur Darstellung der Varianz und Kovarianz von
quadratischen Formen im Multivariaten. Des Weiteren wurden die gewiinschten Eigen-
schaften der benétigten Schétzer (By, Bi, Bg2) unter den gemachten Modellannahmen,
speziell ohne Annahme der Normalverteilung, nachgewiesen. Auf diesem Weg konnte
eine neue ANOVA-Typ Statistik hergeleitet und die ANOVA-Typ Statistik nach Wer-
ner verallgemeinert werden.

Darauf aufbauend wurden Makros fiir ein- bis dreifachstrukturierte Repeated-Measures-
Designs in SAS weiterentwickelt, welche die hergeleiteten Teststatistiken enthalten. Die
Funktionsweise der Makros wurde anhand von konstruierten Beispieldatensétzen iiber-
priift und belegt. Die Teststatistiken selbst wurden in zahlreichen Simulationen auf ihr
Verhalten unter verschiedenen Verteilungen und Modellannahmen untersucht.

Daraus ergab sich, dass fiir eine moderate Anzahl an Subjekten (n=30) beide Sta-
tistiken in fast allen Niveausimulationen und fiir eine beliebige Anzahl an Messwie-
derholungen innerhalb des Zufallsstreifens lagen. Weiterhin konnte beobachtet werden,
dass sich die in den Teststatistiken verwendeten Approximationen der Verteilungen mit
wachsender Anzahl an Messwiederholungen nicht verschlechtert haben. Die Teststatis-
tiken hielten fiir eine grofe Anzahl an Messwiederholungen (d > n) den Zufallsstreifen
sogar besser ein als fiir eine geringe Anzahl (d < n).

Damit ist es also gelungen, robuste Testverfahren fiir den Einstichprobenfall herzulei-
ten, welche auf eine breite Klasse von Verteilungen und fiir beliebig hochdimensionale
Repeated-Measures-Designs anwendbar sind. Zusétzlich konnen diese Teststatistiken
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bereits fiir eine sehr geringe Anzahl an Repeated-Measures (d > 2) verwendet werden.

Abschliefsend muss erwéhnt werden, dass mit den in dieser Arbeit gemachten Modellan-
nahmen keineswegs alle Verteilungen erreicht werden koénnen, speziell nicht mit jeder
beliebigen Kovarianzstruktur. Dennoch wird das Feld fiir die Anwendbarkeit dieser
Statistiken erheblich iiber die Normalverteilung hinaus erweitert.

Nach der Herleitung der globalen Tests ohne Normalverteilung ware der nachste Schritt,
die Erweiterung der Statistiken auf den Mehrstichprobenfall, unter den gemachten
Modellannahmen. Zu Beginn der Arbeit wurde diese Idee bereits angesprochen, wobei
dafiir der Weg analog zur neuen ANOVA-Typ Statistik (5.4) erstrebenswert wére.

Ein weiterer Ansatz, wire der Schritt hin zu multiplen Tests, denn bisher ist nur das
Testen globaler Hypothesen moglich.

Ein anderer Ansatz zur Weiterentwicklung wére der Versuch die bestehenden Modell-
annahmen noch weiter zu lockern und somit mehr Verteilungsklassen zu erschliefien.
Dabei muss untersucht werden, inwieweit Verallgemeinerungen moglich sind, ohne die,
fiir Schétzer notwendige, Eigenschaft der Dimensionsstabilitdt zu verlieren. In diesem
Zuge konnte auch versucht werden, die Approximationsgenauigkeit der Statistiken zu
erh6hen, indem ein Restglied fiir die Taylor-Approximation bestimmt wird.

Ein weiterer Aspekt wire der Ubergang in die Nichtparametrik durch die Anwendung
von Réngen auf die Messwiederholungen. Dies fiihrt allerdings zu erheblichen Schwie-
rigkeiten in den Herleitungen, da nach Anwendung der Rénge die Zufallsvektoren nicht
mehr unabhingig sind.
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A.1. Makro

Exemplarisch fiir die drei verbesserten Makros ist hier der Ubersichtlichkeit halber das
Kiirzeste abgedruckt:

/***********>l<*****>l<******>|<*****>|<*************************/

/%% Makro NN_HD F1 sokok /
JETE ko /
/**%% lberarbeitet von Hans—Joachim Helms, April 2010 xxx/
JELE: *okok /

R R I I I Ty

%macro NN_HD Fl1(data
var
TIME1 =

SUBJECT

)

)

)

=);

proc sort data=&data ;
by &subject &timel ;
run

proc iml worksize=120 ;
RESET LINESIZE = 80 ;
YLET faktora = &TIMEL ;
Y%ET faktorb = &SUBJECT ;

/* Funktion, welche die Box—Approximation durchfiihrt sx/
Jxxxoxxxxxmatrix & Kreuz Ioskskskskskokskokskokoskokokoxk /

START box neu(n,anzahl,z,C,chi2 helms,chi2 werner ,fneu_ werner,
fneu helms,p alt,p neu,invers ,d);

xxkkkxxx Zentrieren >k ok sk ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok kok ok ok ]
¢

X =z ;
T = C* % GINV(C %« C*) x C ;
xquer x[+,]/n ;
R I I Iy
help j(n,d,0) ;
do i 1 ton ;
do j 1 to d ;
help[laJ] X[i,j]fxquer[j] )

71



A. Anhang

end
end ;
[ 3 o o o o ok ok KK KKK KKK K K R R SR R oK ok ok kR R Rk
/**xx Stichproben—Kovarianzmatrix sk /

)

stich = (1/(n—1))*help ‘xhelp ;
sx4xquadrat— und bilinearformen sk skxkx;
m =x x T % x* ;
bb_vektor = vecdiag (m) :
bb_quad = bb_vektor x bb_vektor* ;
bb _test = bb_quad # invers ;
bil test = m # invers ;
sorkokokokokkRokk Statistiken soxsokssrskororsoksokoskokok ok koK
zaehler chi2 = n % xquer * T % xquer" ;
vau =(x“%xx) /n ;

nenner_ chi2 werner trace ( Txvau ) ;
nenner chi2 helms trace ( Txstich ) ;
chi2 werner = zaehler chi2/nenner chi2 werner;
chi2 helms = zaehler chi2/nenner chi2 helms ;
sorskookokkokkookkokok ke Freiheitsgrade  sokossokorsoskookskokk;

sopkkokkokorokokkokkok ok Schatzer Bl sorskoskoksorskorsoskokskokokox ok

bl = 1/(n*(n—1)) * sum(bb _test) ;
aklquad = ssq(bil_ test) ;
sokskok kR kkokkokkokokkok . SChatzer B2 sokssssskokskokskskskokskokok
b2 = 1/(n*(n—-1)) * aklquad ;

wxxk Freiheitsgrad fir Werner sk sk ok
fneu werner = bl/b2/(1—1/n) ;

xx% Freiheitsgrad fir Helms ssskossksskorskorsoksoksksk;

fscho = (bl 4+ 2%b2/(n—1))*(bl + 2xb2/(n—-1)) ;
fschu = (bl * b2 % (n /(n-1))) ;
fneu helms = fscho / fschu ;

skkx% Streckungsparameter fiir Helms ssskksoksokssk;

gneu helms = (1 + (2xb2)/((n—1)xbl)) ;

ok o o KKk ok ok ok ok D— W T @ 3 5k 5k 5k 5 o o o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K

if chi2 werner > 0 & fneu werner > 0 then

p_alt = 1—probchi(chi2 wernerxfneu werner ,fneu_werner);
else p_alt = .;

if chi2 helms > 0 & fneu helms > 0 then

p_neu= l—probchi((chi2 helms*fneu helms)/gneu helms,fneu helms);
else p _neu = .;

FINISH;

reset mnolog;
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Jxxkkk Daten einlesen s sossorskokoskoskoskokoskokostor ook ko koo /
USE &data ;
READ ALL VAR{&var} INTO werte ;
READ ALL VAR{&subject} INTO pat_
READ ALL VAR{&timel}  INTO t1_ ;
CLOSE &data :

lev_a = unique(tl_) ; /#* Stufen des Faktors A ok |
lev.b = unique(pat_) ; /+ Stufen des Faktors B *kk
a = ncol (lev_a) ; /* Anzahl der Stufen von A sxx/
n = ncol(lev_b) ; /% Anzahl der subjects *okx /
d = a ; /* Anzahl der aller Stufen sxx/
NN = axn ; /+ Anzahl der Daten *okk /

print a n ;

[ 3okt R R o ok ok ok oK KRR KRR R R K SR R SR KRR KRR R R SR K SR KKK KRR Rk ok ok ok ok ok
/**xx 1 ist der Laufindex des Faktors A 1=1,...,a xxx/
/*xx k ist der Laufindex der Subjects k=1,...,n sxx/
[ 3 sk sk sk ok s R KKK KKK KKK SR SR SR K K K SR R KR R R R KKK K KKK KoK R oK Sk sk sk ok ok [
[k Definitiomen sk ok skskokokokokok ook ok ok okokok koK ofoR Rk Kok

ea = j(a,l,1) ;
en = j(n,1,1) ;
ja = j(a,a,l) ;
jn = j(n,n,1) ;
pa = i(a) — ja/a ;
pn = i(n) — jn/n ;
invers = jn — i(n) ;
J#xxxxxx Hypothesen—Matrizen ssssskkskksssx/
ma = pa ;

/>I<***>I<>I<***>I<>I<***>I<************************/

xxkeinlesen der MW in eine transponierte n x a Matrix x*s;

wert _matrix = (shape (werte,n,a))"’

/******>l<*****>k*****************************************
Die BOX—Approximation: Ergebnisse in ’box’

S 3 o o KKK K K R KK SR K KR SR K R K R SR KR SR K R K R R KK SR KR KRR Kk ok ok /
box = j(1,6,0);
RUN box neu(n,a,wert matrix ,ma,QF Helms, QF Werner,
DF alt,DF neu,p_ alt,p neu,invers ,d); /xEffekt Ax/
box[1,1]=QF Werner; box|[1,2]=DF _ alt; box[1,3]=p alt;
box|[1,4]=QF Helms; box[1,5]=DF neu; box|[l,6]=p_ neu;

9
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[ 3K ok KKK R R KK R R R KK KK SR R S KK SR K SR KKK K Sk K KK KOk S KRk
JETE FUNKTION *okok |
JET T Ausdruck der Class Level Information (CLI) sxx/
[ 3 o o o o o o K KRR KKK KK R R R K K R o R R R K KRR R K KKK KKK R ok ok ok ok ok
start O _CLI (a,n,NN) ;
reset center ;
class = {Timel &faktora} ;

levels = a ;
print / ;
print 'New LD _F1 —— subjects x Timel’,

"Timel: fixed, subjects: random’ ;
print ’SAS—datafile —name: ’ "&data"

"Response variable: 7 "&var" ;

print ’Class Level Information’ ;

print class levels ;
reset noname ;
print ’Total number of observations > NN ' 7|

"Total number of subjects "n 77 ;
finish ; /* Ende von O_CLI %/
[ okt R R R o ok ok ok SRR KKK KRR R R SR R SR KKK R KRR K R SR K SR KKK R KRR R kR ok ok ok ok
/* nu_char FUNKTION */
/* Diese Funktion schreibt numerische Werte in */
/* characters um und trimmt diese durch max(...) * /

/* bzw. trimmt diese, falls sie schon characters sind.x/

[ 3 o o o o o KRR K KKK KK K R R R R oK o o R K KRR R K KKK KK R R ok ok ok ok o/
start nu_char(v,v_mneu) ;
if type (v) =N’ then v_neu =

char (v,max(int (logl0O(max(abs(v))))+1)) ;
else v_neu = trim(v) :
finish ; /* Ende der Funktion nu_char x/

[ 3 KK o o KKK RO KKK SR R KK SR R SR KK R R R K KK SRk K KK Kk K KKKk kK %/
/*%% Ausgabe der Quadratformen und der p_values *okok |
[ 3K ok K Kok SRR KKK SRR KK SR R KKK R KR K KR SRR K KR SRR K KK Kok K ok /
start test out(box) ;
print ’Chi—Quadrat—Approximation’ ;
source2 = {"Timel "} ;
coll = {" QF werner" "f werner" "p—value(werner)"

"QF helms" "f helms" "p—value(helms)"} ;
print ’Comparison of new ANOVA-type—statistic to old’ ;
print box[r=source2|[c=coll |[format=6.5] ;
finish ;
[ 3K o KKK KO K KK SR R KKK SR R SRR KK SR R R KKK SRR K KK ROk S Kk Rk kK %/
/x Aufruf der Funktiomem sk sk sk sk ok sk skokskoskskoskokokok ko ok kokokok ok /
dataname = name(&data) ;
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varname = name(&var)

fal
fa2

run
run
run
run

quit

name = name(&faktora)
name = name(&faktorb)

nu_char(lev_a, leva)
nu_char(lev_b, levb)
o_cli(a,n,NN)
test _out (box)

%mend NN_HD F1
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A.2. Beweise

Satz A.2.1 (Kovarianz von quadratischen Formen (Seite 25))
Die Zufallsvektoren Y, = (Yi, . .. ,ka)/, k=1,...,n, seien unabhdingig und identisch
verteilt und es bezeichne Y = ( ’1,...,Y;l)/ den Vektor aller Zufallsvariablen mit

En, (Y)=0 und Cov(Y) =1, ® X. Ferner seiy = FE ([Y;ka), E=1,...,n und
fiir alle d < oo soll T4 < v, < o0 gelten. Seien A = A, ® I und B = B, ® I
symmetrische Matrizen mit a,, = diag{A,} und b, = diag{B,}.

Dann gilt:

Cov (Y'AY Y'BY) = (m — [Sp ()% - 2Sp (22)) alby, + 25p (3%) Sp(A,By,).

Beweis:

Da Ep, (Y) =0 und Cov(Y) = I,, ® X gilt, stellt sich die Kovarianz zweier quadra-
tischer Formen wie folgt dar:

Coo(Y'AY Y'BY) = E(Y'AYY'AY) - [E(Y'AY)| - [E(Y'BY)],

wobei die Erwartungswerte der quadratischen Formen direkt iiber den Satz von Lan-
caster (siehe Satz A.3.6) bestimmt werden kénnen.

E (Y/AY) = H’AH + Sp([An ® Id] : [In X E]) = Sp (An) : Sp (2)

E(Y'BY)=pBu+Sp([B, @14 [I,®X]) = Sp(B,) Sp(X)

Daraus folgt fiir das Produkt der Erwartungswerte
[E(Y'AY)] - [E(Y'BY)] = [Sp(A,) Sp(By)] - [Sp(2))*.

Somit muss nur noch die Darstellung von E(Y'AY'Y'BY) gezeigt werden.

Da sich Y'AY als eine Doppelsumme der Y}, schreiben lisst, folgt daraus:
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n

E(YAYY'BY)=E | > zn: aij - YiYj |- (z”: Zn: bys - Y;YS>

i=1 j=1 r=1 s=1
n n n n
=> 3 YD a4y E (YIY,YY ),
7 i r s
mit

T4 1=jJ=r=s:
[Sp(B)* i=j#r=s
Sp(ZQ) i=r#j=sundi=s#j=r

0 sonst.

E(YY, YY) -

Die verschiedenen Félle des Erwartungswertes werden im Folgenden bestimmt.

Da unter Hy: p = 0 gilt, folgt daraus:

E(Y1Y1)=p'Typu+ Sp(I4-3) = Sp(T)

und im Einzelnen:
firi=j=r=s

E(YY YY) =E|(YiY.)]|=n

und mit i = j # r = s folgt:

E(Y)Y;Y.Y,) = E(YY,) -E(Y.Y,) = [Sp(Z)7.

Ist ¢ = s # j = r, dann folgt:

E (YngY}Yi) =F [Sp(YngYgYi)] =F [Sp (YiY'inYz-)]
= Sp[E(Y:Y[Y;Y))] = Sp[E (Y:Y]) - E(Y;Y})]
=Sp (22) .

Analog gilt dies auch firi =r # j = s, da

E(YiY;Y(Y;)=E(Y;Y;(YY;)) = E(YY; (Y;Y)))
=E(Y[Y;YY;)=Sp(%?).

Nun ist es moglich, die oben definierte Summe in die jeweiligen Untersummen aufzu-
spalten, wobei sich alle a;j, b, auf die Matrizen A,,, B, und nicht auf A, B bezichen.
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E[(Y'AY) (Y'BY)] = T4Za”bm +[Sp(2)* ) aiby;

i=1 i#£j
+Sp 22 Za”bw —i—ZaU i
i#] i#]

Da A, und B, symmetrisch sind gilt: Zi# a;jbji = Zi# a;jbij
und der obige Ausdruck vereinfacht sich zu

E[(Y'AY) (Y'BY)] =71 Y _aibii + [Sp(Z)]* D aiibj; +25p (£%) [ D aijbji
=1 i#] 7]

Da alle a;; Eintrége der Matrix A,, sowie alle b;; Eintrége der Matrix B,, sind, wird
nur eine Matrixdarstellung der Summanden von A, und B,, benotigt.

Zuerst wird die Summe der Diagonaleintrdge von A, und B,, bestimmt:

a, = diag{A,} = (a11, ... ,ann)’
b, = diag {B,} = (b11,...,bn,) und es gilt

a%bn = (a117 s 7ann) ’ (b117 s abnn)/
n
= Z ;b
=1

Fiir den zweiten Teil der Summe wird die Summe aller Diagonaleintrage von A, und
B,, abziiglich des ersten Teils der Summe benétigt. Dieser lasst sich durch eine Null-
Erweiterung mit > | a;;b;; bestimmen:

D aibj; = Z aiibii + Y aiiby; | = aiibi
oy i i1
= Sp(A,) Sp(By) — a,

n

by

Fiir den dritten Teil der Summe wird die Summe der Diagonaleintrage von A,, - B,
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abziiglich des ersten Teils der Summe bendtigt. Das Vorgehen ist dabei analog zu oben:

2 Z aijbji =2 Z Z aijbji — Z aiibii
i#j i=1 j=1 i=1
— 25p (ApBy) — 2d.,by.
Nun ist es moglich den E [(Y'AY) (Y'BY)] in Matrizenschreibweise darzustellen:
E[(Y'AY) (Y'BY)] = (71— [Sp(2)” — 25p (Z?) ) al,bn
+[Sp ()] [Sp (An) Sp (By)] + 25p (22) Sp (A, B,,) .

Daraus ergibt sich folgende Darstellung fiir die Kovarianz zweier quadratischer Formen:

Cov (Y'AY Y'BY) = E [(Y'AY) (Y'BY)] — E (Y'AY) (Y'BY)
= (1~ [Sp (®) — 28p (2?) ) alybu + 25p (5) Sp (AuBo)

O
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Korollar A.2.2 (Darstellung einer Bilinearform (Seite 38))

Fiir die Zufallsvektoren gelte Xj, = (Xp1,..., Xpg) =T Zp+ Ep-1g4+p, k=1,...n,
wie in (2.1) mit Cov(T'Zy) =TT = S und sei Yy, = TXy = TTZy + T definiert
wie in Definition 2.2 mit Cov (Y) = TST = X. Dann ergibt sich fir k # | unter
Hy : T = 0 das spezielle Resultat von Satz 6.1.4:

Ay =X\TX,=Y,Y,
d
= \iZiZu,
=1

wobei die \; die Figenwerte von T'S sind und die Zufallsvariablen Zy; unabhdngig
VeE=1,....n,1=1,....,d.

Beweis:

Unter der Hypothese Hy : T'u = 0 folgt aus Proposition 2.3.1:

Yk = TXk = T]._‘Zk sowie EHO (Yk) = 0.

Somit erfiillen die Zufallsvektoren Y, k = 1,... ,n die Voraussetzungen von Satz 6.1.4
und es kann daher Analog zum Beweis von Satz 6.1.4 vorgegangen werden.

1. Schritt
Die Aussage wird zunéchst fiir r = d bewiesen, d.h. det (S) = |S| # 0.

Da T frei withlbar ist solange die Bedingung I'TY = S erfiillt wird, kann fiir diesen Fall
r =SY2p gesetzt werden, wobei 5172 die Wurzel der Kovarianzmatrix des Zufalls-
vektors X ist und P die orthognale Matrix, welche zum diagonalisieren der Matrix
S1/2rst/? benétigt wird.

Dann gilt:

TX,=TrZ,=TS"?>PZ, und
TX,=TTZ,=TS'/*PZ,

mit
I'T' = §'/2PpP'S'/? = 5282 = g

Der weitere Beweis ist dann analog zum Darstellungssatz 6.1.4 und wird im Folgenden
kurz aufgezeigt.
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Es gilt dann: |S] # 0 und S = 8" = 38"2und S~'/2, symmetrisch und invertierbar
= §128712 =1,

/
Ay =X\TX, =Y,Y, = (S%PZk> T (S%PZQ
- (S%PZ;C),5’1/251/2T51/25"1/2 (sipz)
- (S%sz)' S-12p' psi2Ts\/2p' ps1/? (S%PZZ>
Da SY2 und T symmetrisch sind, gilt auch, dass S22 symmetrisch ist. Damit
folgt aus dem Satz iiber die Hauptachsentransformation: Es existiert eine orthogonale

Matrix P, sodass sich PSY2TSY2P" = diag {X,,... \;} = A darstellen lisst. Die X,
sind hierbei die Kigenwerte von S12Tst/2,

/
X\ TX, = (PS‘l/QP’Zk) PS\2TS§/2p! (PS‘l/QP’Zl>
—
A

/
— Ps—1/2sl/2p’zk) A(PS‘1/251/2P’21>

d
= ZINZ =Y NZniZy
i=1

Im Beweis von Lemma 6.1.4 wurde allgemein gezeigt, dass A, = \; gilt, mit \; sind die
Eigenwerte von T'S (siehe dafiir Werner (2004) oder Brunner (2010)).

2. Fall
Sei nun S singulér mit r(S) =r < d:

si2p. o
Fiir diesen Fall wird I' = P’ " o - 0 gewahlt, mit P und P, als orthogonale

Matrizen mit PSP’ = < SOT g >und S, sei die Diagonalmatrix, welche die von Null

verschiedenen Eigenenwerte der Kovarianzmatrix S enthilt. Zur besseren Ubersicht

~ 1/2
wird V2 _ Sr OPT* g definiert, sowie anstelle der Zufallsvektoren X der

Fehlerterm I'Z;, betrachtet. Dann gilt:
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0 o
P27, wd
rZ, — P’( 5. P, 0) Z
0 o
Pz,

mit

0 |0 0 |o

1/2 1/2
:P’(ST Pr*OPr*Sr g>P:P’<—‘—Sg 8>P:S.

Da S symmetrisch ist, folgt aus der Hauptachsentransformation, dass eine orthogonale
Matrix P existiert, so dass S, = diag{v1,... v} ist, wobei die v;, i = 1,...,r, die von
0 verschiedenen Eigenwerte von S sind. Damit ist |S,| # 0.

Setzen nun

v =prz,-prpPs"’z, =5 (2,2}, = (V}|V}) und

W = Prz, = PPz, =5"% (2,2,,) = (W||W})
mit
(‘/17"'7 ) )
= (Vpy1,...,Vy) und
(Wh )/7
W? - (Wr-i-lv"'?Wd)/a

sowie entsprechend

Zk‘l — (Zk‘17 ‘e aZk:T)la
Zio = (Zkyi1s- -+ 2Zka) und
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le = (Zl17 A 7Zl7")/ 9
Zp=(Zips1s--Z0a)

Dann folgt weiter

Cov (PP2y) = Cov (PTZ) = (8'°) 1, (817) = (%) .

Damit ist Cov(V2) = Cov(W3) = 0. Da E(T'Zy) = E(T'Z;) = 0 gilt, folgt daraus
E(PTZy) = E(PTZ;) = 0 und damit E(V3) = E(W3) = 0. Daraus ergibt sich,
dass Vo =0 f.s. und Wy =0 {.s.

Weiter folgt dann fiir die Bilinearform mit Y, =T X, =TT X:

1/2 1/2
( (

Au =X TX, =YY, = (P 7 (244121,) ) T (P > Z;1|Z§2)')
wlz)) PeTEP (P (2,12))
7
1/2 =1/2
5" (24124)) T (2 (2h120))

< ~ ~
( 11V%) ) ( T | To > ((Wll‘wlz)l> =V TuW, fs.
= (

_ <P"Z‘1/2 (

To | T

si2p, Zkl) T (S}/zP;*Z”> f.s..

Abschlieend kann auf die Bilinearform V’l’f’HWl der erste Teil dieses Darstellungs-
satzes (Satz A.2.2) angewendet werden, da die zugehorige Kovarianzmatrix S, nicht
singular ist.
~ !~
VIT W, = (S},/ZP;*ZM> T (s}ﬁp;*zll)
= Z),P,-S8}?T,S*P'. 7z,
A

=Z1DNZn =Y NiZwiZi
i=1

Die XZ sind, nach Lemma 6.1.4, die Eigenwerte von Si/QTHS}/Q und THST sowie die
von Null verschiedenen Eigenwerte von T'S.
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Satz A.2.3 (Schitzer Eigenschaften (Seite 43))

Seien By und Bo definiert wie in Definition 6.1.2 und erfillen die Zufallsvektoren Xy,
k=1,...,n, die Modellannahmen aus (2.1). Weiterhin sei Y, =TX, =TT Z,+Tu
definiert wie in Proposition 2.3.1 mit Cov (Y) =TST = 3.

Somit gilt unter Hy: T = 0: Byund By

1. sind erwartungstreue Schitzer fiir [Sp (X)])* und Sp (=?).
2. sind konsistent im Sinne von Definition A.3.2.

3. sind dimensionsstabil im Sinne von Definition A.3.4.

Beweis:

Unter Hg: T'u = 0 folgt aus Proposition 2.3.1:
Yk = TXk = TI‘Zk sowie EHO (Yk) =0.
Damit ergeben sich die folgenden Resultate:

1.

Die Erwartungstreue der Schitzer kann mit Hilfe von Lemma 6.1.3 (Momente I) ohne
Verwendung der Modellannahmen (2.1) auf Seite 5 nachgewiesen werden:

B = D Y A A By= ——— CEy ZZA

kAl k=1 I=1
k£l
mit
By (B1) =~ S B () = 2 [$p (D = [8p (B wnd
k:;él n(n —
Fiy (B2) = o5 D F (4 ”E” 3 Sp(£?) = Sp (2?).
kﬂ n(n —
2. und 3.

Konsistenz und Dimensionsstabilitdt werden jeweils fiir By und By getrennt gezeigt.
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Um diese Eigenschaften zu zeigen, wird zuerst eine Abschitzung fiir die Varianz des
Schétzers By benotigt, welche sich mit Hilfe der vorangegangenen Lemma 6.1.3 und
6.1.8 leicht bestimmen l&sst.

Var(By) = Var 1 Z AR A,
n(n—1) oy
2

_ 2
:rﬂ(nl—l)? E( ZAkAl ) - [E (ZAkAZ)
-\ | WAL
= 712(711_1)2 E (ZZAkAlArAs) - [E (AkAl)]2
L k#l r#s
_ M SOSTE(AAAA) | —[Sp (D)
| kAL r#s
_ n2(nl—1)2 2Y E(AJAD) +4) > E(A}) E(AA,)
| kA k#l #s
+ nQ(n11)2 {Z > E(AAAA) | — [Sp(B)]
k#l #r#s
1 2 2 2
<o |20 () + [sp )
A
s |4 =2) (480 (29 150 () + [0 (2)')
B
(n—2)(n—3) n(n —1)
+ -1 [Sp (2)]* — nn—1) [Sp (=)

Die Abschétzung von A und B mit Hilfe von Lemma 6.1.3 (5) (Momente I) ergibt:
A

(v8p (22) + [sp(2)F)” < (v [5p (D) + [5p (D))
= [Sp ()" (v +1)%,

2
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B
vSp (22) [Sp (D) + [Sp (D) < [Sp(D))* - (v +1).

Durch diese Abschétzungen folgt fiir die Varianz von Bj:

Var (By)

IN

g [ A A=) B = a6 (sp (D)

[Sp ()] [ 2
— |2 1 4(n —2 1) — (4n — } .
S i —1) v+ 1D)*+4(n—2)(y+1) — (4n — 6)
Fiir die Dimensionsstabilitdt wird gezeigt, dass Var <7[ Sp%:)]?) eine von der Dimension

unabhéngige Nullfolge als obere Schranke besitzt (siche auch Definition A.3.4).

By Var (B,
vor (o) " et
@) 200+ 1) - 2) - (0 +1) - (4 6)
Bl n(n— 1) [Sp(=))*
2+ +am—2) - (74 1) - (4n—6)]
n(n—1) )
< Tm_l)-(v+1)2+4711-(7+1)—w — Ci(n)

C1(n) ist unabhéngig von der Wahl der Dimension d und fiir n — oo geht C1(n) — 0.

Damit ist die Dimensionsstabilitét im Sinne von Definition A.3.4 erfiillt. Da C(n) eine
Nullfolge ist, folgt auch direkt die Konsistenz im Sinne von Definition A.3.2.

Analog wird auch fiir den Schétzer By zuerst eine Abschétzung fiir die Varianz mit
Hilfe des Lemma 6.1.8 bestimmt.

Var (Bg) = Var _t Z A,
n(n—1) o
2

1
= 12 E(Y Y AuAL ) - | B DAL

k#£l lr#s k#£l
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e | 2 o B (ARAL) |~ [0 (2))
k#l lr#s
(4” — 6) 4 n(n—1)(n—2)(n —3) 2)72 2)12
< n(n — 1)E (Ak) + n2(n — 1)2 [Sp (2%)]" = [Sp (27)]
(4n —6) 4 2
= ) LE (k) — [se (=))']
< (4n —6)

“n(n-1) (75}9 (24) +3 [Sp (22)]2 o [S’p (22)]2)
(4n — 6)

= nin—1) ('yS’p (24) +2[Sp (22)]2>

Aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der Darstellung von Sp (3) als Summe der
Eigenwerte \;, i = 1,....,d, von 3 folgt:

i) =S (305) = ($0) ey

mit \; = A2, i=1,....d.

Nun lasst sich auch die Dimensionsstabilitdt von By nachweisen:

IN

Var( B )_ Var(Bz) _ (4n—6) (vSp (=4) +2[Sp (22)]2)
[

Sp(27))  [sp(e?)]? " nn—1) [sp (=2))°
_n—e) (0[S (=) 4250 (3))
~n(n—1) [Sp (=2)]?
~ Y 2= )

Cy(n) ist unabhéngig von der Wahl der Dimension d und fiir n — oo geht Cy(n) — 0.
Damit ist die Dimensionsstabilitét im Sinne von Definition A.3.4 erfiillt. Da Cy(n) eine
Nullfolge ist, folgt auch die Konsistenz im Sinne von Definition A.3.2.

O
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A.3. Verwendete Definitionen, Lemmata und Satze

Definition A.3.1 (Konsistenz 1)
FEine Folge von Schdtzern 6, heifit konsistent fiir 0, falls 6, — 0 20 fiir festes 0
(d.h. limn_soo P (|§n — 0 > e) =0 Ve > 0).

Die Konsistenz ist eine Minimaleigenschaft, die Schitzer mindestens erfiillen sollten.
Sie impliziert, dass sich der Schétzer mit wachsendem Stichprobenumfang n dem zu
schéitzenden Parameter immer besser annéhert.

Definition A.3.2 (Konsistenz 2)
Ein Feld von Schdtzern 0, q heifit konsistent fiir 04, falls 0, q — 04 ) fiir festes d,

somit auch fir festes 04 (d.h. limy, oo P (|§nd — 04| > e) =0Ve > 0).

Lemma A.3.3 FEin Feld von asymptotisch erwartungstreuen Schdtzern gn,d st kon-
sistent fiir 04 > 0, falls gult:

. Var <§n,d>

lim 03 = 0Vd < oo, d fest.

Beweis: Siehe Werner (2004), S. 11-12

Definition A.3.4 (Dimensionsstabilitit)
Ein Feld von Schdtzern 0,, q heif§t dimensionsstabil, wenn Vd > 1,n > 1 gilt:

1. |E eg—l’id —1)| < A(n) < oo, wobei A nicht von der Dimension der Messwieder-
holungen d abhdngt.

~

2. Var eg—a'ld = G%Var (Qnd) < B(n) < oo, wobei B nicht von der Dimension d
d

abhdngt.

Die Definitionen beziiglich eines Feldes von Schétzern stammen aus Werner (2004).
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Definition A.3.5 (Asymptotische Aquivalenz)
Zwei Folgen von Zufallsvariablen X,, und Y, sind asymptotisch dquivalent (in Zeichen
X, =Y,), wenn X,, =Y, Ko fiir n — oo gilt.

Unter Verwendung der tschebyschewschen Ungleichung (siehe z.B. Krengel, 2002, Satz
3.15, S. 57) ist es zumeist einfacher, das stirkere Resultat E [(Xn - Yn)z} — 0 zu

zeigen. Asymptotische Aquivalenz impliziert asymptotische Verteilungsgleichheit.

Satz A.3.6 (Lancaster)
Sei X = (X1,...,Xn)" ein Zufallsvektor mit E(X) = u = (u1,... fin) und V. =
Var (X). Ferner sei A= A’ und Sp(-) bezeichne die Spur einer Matriz. Dann gilt:

E(X'AX) = Sp(AV) + i/ Ap.

Beweis: Siehe Mathai und Provost (1992), S. 53

Satz A.3.7 (Varianz einer quadratischen Form (Atiqullah))

Die Zufallsvariablen X;, i = 1,...n, seien unabhingig und X = (X1,...,X,)" be-
zeichne den Vektor der Zufallsvariablen und p = (uy, ... ) = E (X)) den Vektor der
Erwartungswerte. Ferner sei Cov (X) = o2I,,.

Weiterhin wird angenommen, dass die X; identische dritte und vierte Momente besit-

zen, d.h. E [(Xi - M)ﬂ — uz und E [(XZ» . ui)ﬂ g i=1,... 0 Sei A" = Apn

und bezeichne a = diag{ A} den Vektor der Diagonalelemente von A. Dann ist

Var (X'AX) = (u4 — 304) a'a+20%Sp (A2) + 40 W A% p + dpzp Aa.

Beweis: Siehe Atiqullah (1962) und Brunner (2010)
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Lemma A.3.8 Sei X ~ N (u,V), V € R, Seien L, M € R™™* Matrizen mit
Spaltenrang k < n. Dann sind L' X und M'X unabhingig, falls Cov (L'X ,M'X) =0
18t.

Beweis: Siehe Brunner (2010)

Satz A.3.9 (Craig und Sakamoto)
Sei X ~N(u,V), A=A’ p.s.d., B= B’ p.s.d. und b ein konstanter Vektor.
Dann gilt:

1. X'AX und X'BX bzw. X'’AX und BX sind stochastisch unabhdingig, falls
BV A =0 ist,

2. AX und b’ X sind stochastisch unabhingig, falls ¥’V A = 0 ist.

Beweis: Siehe Craig (1943) oder Brunner (2010)
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