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1 Einfiihrung

1.1 Motivation

Bei einem Split-Plot-Design mit Repeated Measures handelt es sich um einen Ver-
suchsaufbau, bei dem an unabhéngigen, auf mehrere Behandlungsgruppen aufgeteilten
Versuchsobjekten wiederholt dieselben Messungen vorgenommen werden. Zwischen die-
sen Messwiederholungen besteht, sofern sie zu demselben Versuchsobjekt gehoren, eine
Abhéngigkeit, die bei der spéteren statistischen Modellierung und der Wahl des Aus-
wertungsverfahrens beriicksichtigt werden muss.

Soll beispielsweise der Einfluss eines Medikamentes in mehreren Dosisstufen auf den
postoperativen Blutdruckverlauf von Patienten untersucht werden, ist davon auszuge-
hen, dass sich die Messwerte eines Patienten in einem direkten Abhéngigkeitsverhéltnis
befinden, das es zu modellieren gilt. Da die Patienten zwischen den Behandlungsgruppen
in der Regel keinen direkten Einfluss aufeinander ausiiben, werden die Messungen als

statistisch unabhéngig angesehen.

Die Bezeichnung Split-Plot kommt urspriinglich aus der Agrarwissenschaft, in der meh-
rere Anbaufelder (sog. Wholeplot-Faktor) in Parzellen (Splitplot- oder auch Subplot-
Faktor) unterteilt und diese beispielsweise mit unterschiedlichem Saatgut bepflanzt wur-
den. In dem oben beschriebenen Beispiel lieen sich die Dosisstufen des Medikamentes
mit den Anbaufeldern assoziieren, unter denen die Patienten als Parzellen verschachtelt
sind. Die Messungen des Blutdruckes erfolgen, zwischen den Patienten raumlich getrennt,
innerhalb einer jeden Patienten-Parzelle. Da Messstellen aufgrund der Versuchsplanung
nur in den Patienten-Parzellen benachbart liegen, wird eine Abhéangigkeitsstruktur aus-
schliellich in diesen Parzellen unterstellt. Allgemeiner lasst sich ein Split-Plot-Design mit
a Behandlungsgruppen, n; Versuchsobjekten je Behandlungsgruppe : = 1,...,a und d
Versuchswiederholungen wie in Tabelle [T] darstellen. Die Abhéangigkeitsstruktur verlduft
iiber die Spalten, die Zeilen signalisieren die voneinander unabhéngigen Versuchsobjekte

und Behandlungsgruppen.

Unter der Annahme, dass es sich bei den gemessenen Daten um Realisationen normalver-
teilter Zufallsvariablen handelt, existieren zahlreiche sowohl uni- als auch multivariate
Verfahren, die sich fiir die Auswertung eines Split-Plot-Designs anbieten. Zu jedem die-
ser Verfahren gibt es bestimmte Voraussetzungen, die fiir die Anwendung erfiillt sein

miissen, um zu verldsslichen Ergebnissen zu gelangen.
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Tabelle 1: Versuchsaufbau eines zweifaktoriellen Split-Plot-Designs fiir a Behandlungs-
gruppen mit je n; Versuchsobjekten, an denen d Messwiederholungen durch-
gefiithrt werden.

Gruppe/  Versuchsobjekt/ Versuchswiederholung
Wholeplot Subplot 1 e d
1 T111 t T11d
1
n1 Lin1 e Linid
1 Lall T Lald
a
Ng xanal e xanad

Fiir die klassische Varianzanalyse ist die Annahme eines homoskedastischen Modells ge-
fordert. Die multivariate Teststatistik von |[Hotelling| verlangt, dass die Anzahl der Ver-
suchsobjekte grofer als die Anzahl der Versuchswiederholungen ist (n; > d,i=1,...,a),
da die inverse, empirische Kovarianzmatrix berechnet werden muss, die im Falle n; < d
singulér ist (vgl. [13]). Es wére wiinschenswert, {iber ein Testverfahren zu verfiigen, das
weder Annahmen an die Kovarianzstrukturen im Modell noch {iber das Verhéltnis aus
Messwiederholungen und Versuchsobjekten stellt, d.h. insbesondere dann noch anwend-
bar ist, wenn deutlich mehr Messwiederholungen als Versuchsobjekte vorliegen. Diese
Forderung ist dem Trend einer immer umfassenderen Datenerfassung geschuldet.

Die Erhebung einer wachsenden Anzahl von Messwiederholungen ist darauf zuriickzufiih-
ren, dass mit immer leistungsfihiger werdenden Computer- und Auswertungssystemen
die Erfassung weiterer Messwerte kaum Probleme darstellt, wiahrend die Hinzunahme
weiterer Versuchsobjekte meist aus finanziellen oder ethischen Griinden beschrinkt ist.
Es ist daher wichtig, sich gerade mit solchen Versuchsdesigns auseinanderzusetzen, in
denen die Anzahl der Messwiederholungen die der Versuchsobjekte iibersteigt (d > n;).

In diesem Fall spricht man auch von ”hochdimensionalen” Daten.

1.2 Ziel der Arbeit

In der vorliegenden Arbeit soll ein approximatives Testverfahren vorgestellt werden, mit

dem hochdimensionale Split-Plot-Designs ausgewertet werden kénnen. Man betrachte



1.3 Historie

N = >"7  n; Versuchsobjekte, die auf a Gruppen verteilt sind und an denen jeweils d
Messwiederholungen vorgenommen werden. Die Anzahl der Gruppen a und der Messwie-
derholungen d werden als fest angesehen, eine Asymptotik der Verteilung der Teststatis-
tik mit d, n; — oo wird in dieser Arbeit nicht betrachtet. Auf die restriktiven Annahmen
gleicher Kovarianzmatrizen oder einer gleichen Anzahl an Versuchsobjekten je Behand-
lungsgruppe wird verzichtet. Genauso sollen die Parameter d und n; weitestgehend ohne
Einschrankung gew#hlt werden konnen, um eine moglichst breite Anwendbarkeit des
neuen Verfahrens zu ermdoglichen.

Ungleiche Stichprobenumféange treten héufig durch dulere Einflussfaktoren auf, die mit
dem eigentlichen Modellaufbau nichts zu tun haben. So kann es zum Beispiel bei Studien
mit Versuchstieren aufgrund technischer Griinde, unabhéngig von der Behandlung, zum
Tod von einzelnen Tieren kommen, woraus schliellich unbalancierte Stichproben resul-

tieren, auch wenn der Versuch anfangs mit einem balancierten Design begonnen wurde.

Versuchsanlagen mit ungleichen Varianzen und Stichprobenumféngen wurden bereits
von [Fisher, damals fiir den Vergleich zweier Behandlungsgruppen mittels t-Test, disku-
tiert (vgl. [9]). Ein solches Design und die damit verbundene Problematik wird in der

Literatur ” Behrens-Fisher-Problem” genannt.

Als methodischer Ausgangspunkt fiir das neue Verfahren dienen die Arbeiten von Box],
Huynh und Feldt| und die Arbeiten von [Werner| und Becker| (vgl. [2, 4, 14, 23]). In den
beiden zuletzt genannten Arbeiten wurde eine Teststatistik fiir zweifaktorielle Repeated
Measures Versuchsanlagen mit einer bzw. zwei Gruppen entwickelt, die nun fiir beliebig

viele Behandlungsgruppen a > 2 verallgemeinert werden soll.

1.3 Historie

Im Jahre 1954 erschien eine Arbeit von Box| in der fiir ein einfaktorielles lineares Mo-
dell mit Repeated Measures verschiedene F-Approximationen fiir den Fall vorgestellt
wurden, dass die Annahmen der klassischen Varianzanalyse verletzt sind (vgl. [4]). Auf-
bauend auf der Theorie quadratischer Formen wurde fiir die Verteilung der Teststatistik
eine Momentenapproximation verwendet, die auch schon von |[Patnaik| im Jahre 1949
beschrieben wurde (vgl. [I7]). Als Approximation resultierte eine Korrektur der Frei-
heitsgrade der klassischen Varianzanalyse um einen Faktor, der in der Literatur als
”Box’sches Epsilon” bezeichnet wird.

In den Folgejahren wurde diese Idee u.a. von |Geisser und Greenhouse aufgegriffen und
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auf den Fall eines zweifaktoriellen, gemischten, linearen Modells verallgemeinert (vgl.
[10, 11]). In diesen Arbeiten wurde - wenn auch nur kurz - die Hochdimensionalitit der
Daten thematisiert. Unter der Annahme gleicher Kovarianzmatrizen (3; = ) wurde
eine sehr konservative F-Approximation vorgestellt.

Fiir dasselbe Split-Plot-Design wurde von |Huynh und Feldt|eine erwartungstreue Schét-
zung fiir Zahler und Nenner des Box’schen Epsilons angegeben, fiir die spéter von Le-
coutre eine Korrektur publiziert wurde (vgl. [14] [15]). Fiir diese Approximationen ist
jedoch die Voraussetzung der "sphericity” verlangt, was bedeutet, dass die Struktur der

Kovarianzmatrix die Bedingung

2 _ 2 2 22
Opy=0,+0,— 20, =0"Va,y

erfiillt, wobei o2, 05 die Varianzen und o, die Kovarianz der Messungen z, y bezeichnet

und o2 > 0.

Weitere Artikel zu hochdimensionalen Split-Plot-Designs stammen von |[Bai und Sara-
nadasa, sowie Srivastava und Du, in denen jedoch, im Gegensatz zu der vorliegenden
Arbeit, standardisierte Teststatistiken fiir d,n, — oo betrachtet werden (vgl. [1, 20]).
All diese Verfahren beschrinken sich dabei auf eine oder zwei Behandlungsgruppen und

identische Kovarianzmatrizen in allen Behandlungsgruppen.

Fiir das einfaktorielle Split-Plot-Design wurde von Werner| ein Testverfahren entwickelt,
dass die Idee der Momentenapproximation von [Patnaik| und |Box als sog. Anova-Typ-
Statistik verwendet (vgl. [3, [7, 17, 23]). Der Hauptunterschied zu den Arbeiten von
Huynh und Feldt|besteht in der direkten Spurschétzung, statt der Verwendung von Plug-
In-Schétzern. Die Schétzer aus der Arbeit von [Werner] erfiillen das Kriterium der Di-
mensionsstabilitit, was anschaulich bedeutet, dass das Konvergenzverhalten der Schéatzer
nur von der Anzahl der Versuchsobjekte n; ¢ = 1,...,a und nicht von der Anzahl der
Messwiederholungen abhéngt. Dieser Punkt muss bei hochdimensionalen Versuchsplanen
bedacht werden, da die Konsistenz der Schétzer insbesondere von den Versuchswieder-
holungen d abhéngen kann. Dimensionsstabilitit ist bei der einfachen Plug-In-Schéatzung
durch die empirische Kovarianzmatrix nicht erfiillt, wie in den Arbeiten von Werner und

Becker| anhand von Beispielen gezeigt wurde.

Becker| erweiterte diesen Ansatz auf zwei Behandlungsgruppen fiir ungleiche Kovarianz-

matrizen und ungleiche Stichprobenumféinge. Parallel zu der Arbeit von Becker| erschien
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ein Artikel von |Chen und Qin/ in den Annals of Statistics, in der der Ansatz von |Bai
und Saranadasa aufgegriffen und ein Testverfahren fiir den Zwei-Stichprobenfall mit

ungleichen Kovarianzmatrizen und Stichprobenumfingen vorgestellt wurde (vgl. [§]).

1.4 Beispiel: Gewichtsentwicklung bei Wistar-Ratten

In einer breit angelegten Teratogenitits- und Fertilitdtsstudie an Wistar-Ratten in den
Jahren 1980 und 1981 wurde unter anderem bei Tieren der Parental-Generation unter-
sucht, ob die tégliche orale Behandlung mit einer Testsubstanz in vier Dosisstufen zu
signifikanten Unterschieden in der Kérpergewichtsentwicklung fiihrt.

Dazu wurde das Korpergewicht der Versuchstiere iiber einen Zeitraum von sechs Wochen
zweimal wochentlich zu festgelegten Zeiten bestimmt. Die Testsubstanz wurde den Tie-
ren téglich mit starrer Schlucksonde in den Dosen 0,1 mg/ 100 g Koérpergewicht, 0,8 mg/
100 g Korpergewicht, 6,4 mg/ 100 g Korpergewicht sowie 12,8 mg/ 100 g Korpergewicht
verabreicht. Hierbei entsprechen 0,1 mg/ 100 g Korpergewicht der humantherapeuti-
schen Tagesdosis des Wirkstoffes. Zusétzlich wurde eine Gruppe betrachtet, der anstelle
des Verum ein Placebo, in diesem Fall 1 ml Leitungswasser je 100 g Korpergewicht,

verabreicht wurde.

Tabelle 2: Deskriptive Kennzahlen der gemessenen Korpergewichte.

Gruppe Anzahl Mittelwert Varianz Minimum Maximum

Placebo 286 369,38 1554,10 284 478
Dosis 1 264 342,10 1659,10 275 440
Dosis 4 228 309,33 841,28 240 386

In diesem Beispiel werden 3 Dosisgruppen der méannlichen Parental-Generation aus dem
Jahr 1981 betrachtet. Die Gewichtsentwicklung der N = 49 Tiere wurde iiber d = 22
Zeitpunkte betrachtet. Die ungleiche Anzahl der Tiere je Dosisgruppe (ng = 13, ny = 12
und ny = 24) ist darauf zuriickzufiithren, dass die Dosisstufe 4 erst im 2. Jahr der Studie
betrachtet wurde und aus diesem Grund die doppelte Anzahl der Tiere herangezogen
wurde, um iiber die Jahre hinweg ein anndhernd balanciertes Versuchsdesign auswerten
zu koénnen.

Einige deskriptive Kennzahlen sind fiir die drei Dosisstufen in Tabelle |2 aufgefiithrt. Man
erkennt, dass die Mittelwerte iiber die d = 22 Zeitpunkte mit steigender Dosis abnehmen.

Die Varianzen in den Gruppen Placebo und Dosis 1 sind &hnlich grofl; wiahrend die
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500
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#Dosisgruppe 1

450 FDosisgruppe 4
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Abbildung 1: Entwicklung des mittleren Koérpergewichtes iiber die 22 Zeitpunkte.

empirische Varianz in der Gruppe Dosis 4 deutlich kleiner ist. Der mittlere Zeitverlauf des
Korpergewichtes ist in der Abbildung (1| dargestellt. Der Eindruck abnehmender mittlerer
Korpergewichte mit steigender Dosis lédsst sich durch die Mittelwertplots bestétigen.

Die Verteilung der Daten lédsst sich gut durch eine Normalverteilung approximieren.
Dafiir spricht, dass die Daten auf einer stetigen Skala gemessen wurden und die Vertei-

lung der Boxplots in Abbildung [2] anndhernd symmetrisch ist.

Die deskriptive Analyse legt ein statistisches Modell mit ungleichen Varianzen und einem
normalverteilten Versuchsfehler nahe. Zu diesen Uberlegungen lisst sich ein singuléres
lineares Modell aufstellen, dass jede Beobachtung in seine Effekte der modellierten Fak-

toren zerlegt

XZ]]C:,U/—FOQ—FﬁJ—F(Oéﬁ)”‘F@”k,220,1,4,j21,,22,]{]:1,,711

Hierbei bezeichnet p den Gesamteffekt, o; den Effekt der i-ten Dosisstufe, 8; den Ef-
fekt des j-ten Zeitpunktes und (af3);; den Effekt der Wechselwirkung zwischen Dosis
und Zeitpunkt der Stufen i, j. Effekt steht in diesem Zusammenhang fiir die mittlere
Abweichung der Daten von dem Mittelwert iiber alle Beobachtungen X ..., bzw. dem Ge-
samteffekt p.

Da iiber die Zeit verbundene Daten vorliegen, wird ein multivariat normalverteilter Ver-
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Abbildung 2: Boxplots des Korpergewichtes gruppiert nach den Dosisstufen.

suchsfehler €;; ~ Nao (0,3;) mit unbekannten Kovarianzmatrizen 33; € R#2*22j = 1,2 4

angenomimern.

Die Fragestellungen des Versuches kénnten wie folgt lauten.
1. Gibt es einen signifikanten Unterschied zwischen den Dosisstufen der Testsubstanz?
2. Kommt es im Zeitverlauf zu signifikanten Gewichtsverdnderungen der Tiere?

3. Gibt es eine messbare Interaktion zwischen Dosis und Zeit, d.h. variieren die Zeit-

profile der Dosisstufen signifikant untereinander?

Diese Fragestellungen lassen sich durch die folgenden drei Globalhypothesen formalisie-

rern.
Ho(a> . Qp = (1 = 0y = O,
Hy(B) : Bi="+= P =0,
Ho(aB) : (ap)ij =0 Vi, j.

Die statistische Auswertung dieses Beispieldatensatzes erfolgt nach der theoretischen

Herleitung des neuen Testverfahrens.



2 Modelle und Hypothesen

2 Modelle und Hypothesen

In diesem Abschnitt werden das statistische Modell beschrieben und die Hypothesen
formuliert, die aus einem allgemeinen Split-Plot-Design mit den zwei festen Faktoren
Behandlung und Zeit resultieren. Es werden N Versuchsobjekte betrachtet, von denen
n; > 0 Individuen der i-ten von insgesamt a Behandlungsgruppen zugeordnet werden. An
jedem Versuchsobjekt erfolgen wiederholt zu d Zeitpunkten Messungen. Die Anzahl an
Behandlungen a und Messwiederholungen d wird als fest und damit reproduzierbar an-
gesehen. Es bezeichne p; = (pi1, - . -, ptiq)’ € R? den Erwartungsvektor und 3; € R4 die
positiv definite Kovarianzmatrix der Versuchsobjekte aus der i-ten Behandlungsgruppe.
Unter der Annahme multivariat normalverteilter Daten lésst sich jeder Realisierungs-
vektor der N = 3% | n; Versuchsobjekte schreiben als

Xij ~ Na(ps, i)yi=1,..,a55 =1, ny. (2.1)

2.1 Statistisches Modell

Der Faktor Behandlung ist mit dem Faktor Zeit gekreuzt, die Versuchsobjekte sind un-
ter der Behandlung verschachtelt und mit der Zeit gekreuzt. Es handelt sich um ein
Split-Plot-Design mit dem Wholeplot-Faktor Behandlung und dem Subplot-Faktor Zeit.
Anschaulich kann man das Design wie in Tabelle [I] darstellen, die in Kapitel be-

schrieben wurde.

Die in diesem Modell auftretenden Effekte sind die der Faktoren Behandlung, Zeit und
die der Wechselwirkung aus Behandlung und Zeit. In der Sprache der linearen Modelle

lasst sich jede Beobachtung in die im Modell modellierten Effekte zerlegen. Das singulére
Modell hat die Gestalt

Xije = p+ o + B + ()i + €ijis (2.2)

mit €;; ~ Ny(0,%;),i=1,...,a,j=1,...,n;, k=1,...,d. An dieser Stelle bezeichnet
p den Gesamteffekt, «;den i-ten Behandlungseffekt, 55 den k-ten Zeiteffekt und (a/3);x
den Einfluss der Wechselwirkung der (7, k)-ten Faktorkombination. Diese Effekte lassen



2.2 Hypothesen

sich ebenso durch die Erwartungsvektoren aus ({2.1)) darstellen, dabei ist

o= .,
Q; = Ez - K,
5]6 = Ek - M,

(aﬂ)ik = Mg — My — fg + e

a d
Fiir die Summen der jeweiligen Effekte gilt Z o = Z B = Z(aﬁ)ik =0.
k=1

i=1 ik

2.2 Hypothesen

Nachdem die Effekte des Modells bestimmt und abgegrenzt sind, lassen sich nun die
zu testenden Hypothesen formulieren. Da sich alle festen Effekte aus durch die
Erwartungswerte aus darstellen lassen, erscheint es sinnvoll, auch die Hypothe-
sen mit dem Erwartungsvektor g = (p), ..., u,)" zu bilden. Die Hypothesen fiir kein
Behandlungseffekt, kein Zeiteffekt und keine Wechselwirkung lauten

Ho(a):on = =ag <= Tiy. = -+ = [i,., (2.3)
Ho(B) 1= =Bg=T,=" =]y (2.4)
Ho(ap) :((af)y = OVi, k <= i — [y — fog, + = 0 Vi, k. (2.5)

Jede der soeben formulierten Hypothesen lasst sich in einer dquivalenten Form
HO : H/J, =0

mit passender Hypothesenmatrix H darstellen. Aus jeder dieser Hypothesenmatrizen

lasst sich durch die Konstruktion
T=H HH) H

ein Projektor, d.h. eine symmetrische und idempotente Matrix, erzeugen, der eine zu
Hy : Hp = 0 aquivalente Hypothese Hy : Tp = 0 testet und unabhéngig von der
Wahl der g-Inverse (HH') ™, also eindeutig ist. Der folgende Satz fasst diese Aussage

zusaminern.

Satz 2.2.1 (Hypothesendquivalenz). Sei p € R™ beliebig, es bezeichne Hip = 0 und



2 Modelle und Hypothesen

Hop = 0 zwei lineare Hypothesen und es bezeichne T; = H, [H;H,]™ H; den Projektor

zu Hy, i = 1,2. Dann sind die Hypothesen genau dann dquivalent, wenn T1 = Ty ist.
Beweis. s. Brunner| [5], Satz 1.2, Seite 28. O

Zusammenfassend lassen sich die Hypothesen aus (2.3), (2.4)), (2.5) mit dem Erwartungs-

vektor p und den folgenden Projektoren darstellen

Hy(a) : <Pa ® é.]d> =0, (2.6)
Hy(B) - <1J ® Pd) w=0, 2.7)
Ho(aB) : (Py ® Pg) = 0. (2.8)

Hierbei ist jeder Projektor das Kroneckerprodukt eines Wholeplot- und eines Subplot-

projektors, was bedeutet, dass jeder Projektor allgemein die Gestalt
Ho(Tw®Ts>[L:0

mit geeigneten Projektoren Ty € R%*¢ Ty € R¥4 aufweist. Gerade diese Darstellung
wird in den spéteren Kapiteln verwendet, um die Teststatistik und die Freiheitsgrade zu

bestimmen.

2.3 Aligemeine Strukturierung

Das soeben beschriebene Modell ldsst sich erweitern, indem man eine Strukturierung
der Versuchswiederholungen oder der Behandlungsgruppen mit weiteren festen Fakto-
ren vornimmt. Fiir die in dieser Arbeit verwendeten Techniken ist allerdings nur die

Zusammensetzung des Hypothesen-Projektors aus Wholeplot- und Subplot-Projektor
T=(Ty ®Ts)

wichtig. Ob einer dieser Projektoren eine zusétzliche Strukturierung besitzt, d.h. sich als
Kroneckerprodukt weiterer Projektormatrizen darstellen lésst, ist fiir die theoretischen
Uberlegungen und Nachweise uninteressant. Aufgrund dessen wird fiir die Herleitung
des Testverfahrens das in Kapitel beschriebene Modell verwendet.
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3 Theoretische Grundlagen
Fiir die spéter vorgestellte Theorie werden nun einige Begriffe und Aussagen wiederholt,

die den spéteren Kapiteln verwendet werden.

3.1 Grundlegende Matrixeigenschaften

Definition 3.1.1 (Kronecker-Operatoren). Fir zwei Matrizen A€ R™*™ und B € R°*?

ist die Kroneckersumme definiert als
AaeB-= A0 c R(m—&-o)x(n-ﬁ-p).
0 B

Das Kroneckerprodukt der Matrizen A, B ist definiert als

ai .B ... Q1n -B
A@B — c R(m-o)x(n-p)'

ami B -+ an, B

Satz 3.1.2 (Hauptachsentransformation). Zu jeder symmetrischen Matriz A € R"*"

existiert eine orthogonale Matriz P, sodass

A 0
P'AP =D =
0 An

Hierber sind Ay, ..., \, die Eigenwerte der Matriz A.

Beweis. s. Ravishanker und Dey| [1§], S. 47, Result 2.3.4 Gleichung (2.3.6). O

Es folgen einige Aussagen iiber die Spur einer Matrix.
Satz 3.1.3. Fir die quadratischen Matrizen A, B gilt
Sp[A ®B] =Sp[A]-Sp[B].

Satz 3.1.4 (Spurinvarianz). Die Spur ist invariant unter zyklischer Permutation, d.h.

11



3 Theoretische Grundlagen

fiir Matrizen A € R™"™ B € R™™ gilt
Sp[AB| = Sp[BA].

Zusammen mit der Hauptachsentransformation gelangt man zu dem folgenden Resultat.

Satz 3.1.5. Fir die Spur einer symmetrischen Matrix A € R™"™ mit Figenwerten
)\1,...,/\n gllt

Korollar 3.1.6 (Spurungleichung). Fir die Spur einer symmetrischen Matriz A € R™ "
mit Figenwerten Ay, ..., A\, >0 gilt

n n 2
Sp [A?] < Sp*[A] bzw. Z 2 < (Z )\Z-) :
i=1 i=1

3.2 Aussagen iiber quadratische Formen

Fiir Quadratformen, die aus multivariat normalverteilten Vektoren gebildet werden, gibt
es eine breit entwickelte Theorie, mit der Aussagen iiber Verteilungen und Momente

getroffen werden konnen.

Definition 3.2.1 (Quadratische Form). Sei A € R™" eine symmetrische Matriz. Fiir
jeden Vektor x € R™ heifst der Ausdruck x' Ax quadratische Form.

Definition 3.2.2 (Definitheit). Sei A € R™" eine symmetrische Matriz. Die Matrix
A heifst

positiv definit, falls X' Ax > 0 fiir alle x € R" # 0,
positiv semi-definit, falls X’ Ax > 0 fiir alle x € R™ # 0.

Satz 3.2.3 (Satz von Lancaster). Sei Y ein Vektor von Zufallsvariablen mit E(Y) = p,
Cov(Y) =V und A eine symmetrische Matriz. Dann gilt

E(Y'AY) = Sp[AV] + p/Ap.

Beweis. s. [Searle [19], S. 55, Theorem 1 (i). O

12



3.2 Aussagen iiber quadratische Formen

Satz 3.2.4 (Varianz einer quadratischen Form). Fs sei Y ein multivariat normalverteil-
ter Zufallsvektor mit E(Y) = pu, Cov(Y) =V und A eine symmetrische Matriz. Dann
qilt

Var(Y'AY) = 2Sp[(AV)?] + 4/ AVA .
Beweis. s. |Searle [19], S. 55, Theorem 1 (iii). O

Satz 3.2.5 (Darstellung einer quadratischen Form unter Normalverteilung). Es bezeich-
ne Y ~ N, (0,V) ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor mit Kovarianzmatriz

V € R™"™ von vollem Rang n und es sei T € R™™"™ ein Projektor. Dann gilt

Y'TY = Xn: G,

=1

wobei \; die Figenwerte von TV und C; ~ x3 i = 1,...n unabhingig sind.

Beweis. s.|Mathai und Provost| [16], S. 29, Representation (3.1a.4) sowie S. 90. O

Mit dem folgenden Resultat aus [Mathai und Provost], Seite 53, lassen sich hohere Mo-

mente einer quadratischen Form berechnen.

Satz 3.2.6. Es sei X ~ N,(p,X) mit ¥ positiv semi-definit und A = A’. Dann ist das
r-te Moment (0 < r € Z) der quadratischen Form Q) = X'AX gegeben durch

E"(Q) = (i (T; 1)9(“1‘”)7321 (7”17; 1)9(”‘1—’”2> N ) , (3.1)

r1=0 ro=0

mit ¢© = Sp[AS] + wAp und ¢® = 2vkl [Sp [(Az)’““} +(k+ 1)M/(AE)kAu],
k=1,2,...

Als Spezialfall erhélt man die folgende Aussage.
Korollar 3.2.7. Unter den Voraussetzungen von Satz|[3.2.6 gilt

E*(Q) =48Sp [(AX)*] +32Sp [(AX)?] Sp[AX] + 12Sp* [(AX)?]
+12Sp [(AX)?] Sp* [AX] + Sp* [AX].

13



3 Theoretische Grundlagen

Satz 3.2.8 (Craig & Sakamoto). Sei X ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor
mit Erwartungsvektor p und Kovarianzmatric V. und es bezeichne A, B zwei positiv
semi-definite Matrizen. Die quadratischen Formen X'AX und X'BX sind genau dann
stochastisch unabhdngig, wenn BVA = 0.

Beweis. s. [Ravishanker und Dey| [I§] S. 178 Result 5.4.7. O

3.3 Ausssagen iiber Bilinearformen

In diesem Abschnitt werden Aussagen iiber die Momente von Bilinearformen vorgestellt,
die fiir die Konstruktion der spateren Schétzer benttigt werden. Dabei kann ausgenutzt
werden, dass sich jede Bilinearform X’AY mit X, Y € R", A € R™" als quadratische

Form
0 A X
X’AY:(X' Y/)1
2\ A 0 Y

darstellen lasst. Durch diese Konstruktion lassen sich die iiber Bilinearformen getroffenen

Aussagen verallgemeinern.

Satz 3.3.1 (Erwartungswert einer Bilinearform). Seien X € R™ und Y € R" un-
abhingige normalverteilte Zufallsvektoren mit E(X) = py und E(Y) = py, Cov(X) =
Yx, Cov(Y) = Xy und es sei A € R"™™ eine symmetrische Matriz. Dann gilt

E(X'AY) = p'y Apy.

Falls oy = 0 oder py = 0 gilt E(X'AY) = 0.

Beweis. Wir verwenden die Darstellung
1({ 0 A X
(x v )5 — X'AY.
2\ A O Y

E(X’AY):E((X/ Y’)%(K ‘2‘)(?))
()] )

=pxApy.

(o))

Die zweite Aussage ist dann trivial. O]

N —

14



3.3 Ausssagen tiber Bilinearformen

Analog zu den quadratischen Formen lasst sich die Varianz einer Bilinearform bestim-

men.

Satz 3.3.2 (Varianz einer Bilinearform). Seien X € R™ und Y € R"™ normalver-
teilte Zufallsvektoren mit E(X) = py,E(Y) = py, Cov(X) = Xy, Cov(Y) = Xy,
Cov(X,Y) = Xxy und es sei A € R"™" eine symmetrische Matriz. Dann gilt

Var (X,AY) = Sp [AzyAEX + AzxyAE)(y}
+ WY ASy Apy + (i Ay Apy + py ASxy Apy + py AXx Apy.

Sind X und'Y unabhdngig, vereinfacht sich der Ausdruck zu

Var (X'AY) =Sp [AXyAX x| + v AXyApy + py AXx Apy.

Haben beide Zufallsvariablen X, Y auflerdem einen Erwartungswert identisch O folgt

weiter
Var (X'AY) =Sp [AXyAX].
Beweis.
1 0 A X
Var (X'AY) = Var (( XY ) 5 ( A o ) (Y ))
I P N Svy Sy A 0 Sy Zy
+4( , , )1 0 A EX EXY 1 0 A KX
Hx By )ola o)z = /20 A 0]\ 4

AZyAEX + AEXyAEXY 2AEX}/AEY
2AY xAXY xy AYxAYy + AYxy Ay

+ Wy ASyApy + Wy ASxyApy + py ASxyApy + py ASx Apy
= Sp [AEyAEX + AEX}/AEX}/]
+ UXASy Apy + px Ay Apy + py ASxy Apy + py ASxApy.

Im Falle unabhéngiger Zufallsvariablen verschwinden die Mischterme mit X xy. Die

letzte Aussage folgt, wenn die Erwartungswerte gleich 0O sind. O

15



3 Theoretische Grundlagen

Zusammenfassend lassen sich die Aussagen iiber die Momente von quadratischen und

Bilinearformen in dem folgenden Lemma festhalten.

Lemma 3.3.3. Es seien X, Y € R™ unabhdngige Zufallsvariablen mit E(X) = E(Y) =0
und Var(X) = Xx, Var(Y) = Xy und es sei A € R™" eine symmetrische Matriz.
Dann gilt fiir die Momente der quadratischen Formen Qx = X'AX, Qy = Y'AY und
der Bilinearform Qxy = X'AY

E (QX) =Sp [AEX] )

E(Q%) =2Sp [(AZx)?] + Sp’ [AZy],

E(QY) =48Sp [(AXx)*] +32Sp [(AXx)’] Sp[AZx] + 12Sp” [(AXx)?]
+12Sp [(AXx)?] Sp*[AZy] + Sp* [AZy],

E(Qxy) =
E(Q%y) = Sp [AX Ay,
E (Q%y) =6Sp [(AX,A%y)’] +3Sp” [AXyASy],
E ((QxQy)?) =4Sp [(AXx)*] Sp [(AZy)*] + Sp*[AZ ] Sp* [AZy].

Beweis. Die erste Gleichung ergibt sich direkt aus dem Satz von Lancaster. Das zweite
Resultat folgt aus der Gleichung Var(Qx) = E(Q%) — E(Qx)?. Die dritte Ungleichung

ist das Resultat aus dem Korollar 3.2.7 Fiir das erste und zweite Moment der Bilinear-

formen wurde der Beweis in den Sétzen |3.3.1] und [3.3.2 bereits gezeigt. Fiir die vorletzte

Gleichung verwendet man zunéchst die Darstellung von @) xy als quadratische Form

QXY:<X/ Y’>1<§ é)(i)::z’Bz‘
N )

=B

Es gilt E(Z) = 0, Var(Z) =: ¥ = Diag(Xx, Xy). Insbesondere gilt

1 0 AX
BY = - Y| = Sp[BE] =0,
2\ AXx O
1 [ AXyASy 0 1
BY) = - = Sp [(BX)?*] = =Sp[AZ AXy],
(BX) 4< 0 AEXAzy> p[(BE)] =5 Sp[AXxADy]
1 [ (AZyAZy)’ 0 PR | )
BY)' = — = Sp [(BX)'] = =Sp [(AZ(AXZy)?].

16



3.4 Wahrscheinlichskeitstheoretische Aussagen

Der Ausdruck fiir das vierte Moment der Quadratform Z'BZ lisst sich in diesem Fall

vereinfachen zu
E(Qxy)' =65p [(AZxAZy)’] +3Sp? [AZxASy].

Fiir die letzte Gleichung benutzt man die Unabhéngigkeit von X und Y und die Dar-

stellung der Varianz

E ((QxQy)?) = Var (QxQy) + E* (QxQy)
= Var(Qx) Var(Qy) + E*(Qx)E*(Qy)
= 4Sp [(AZx)?] Sp [(AZy)?] +Sp? [AZ x| Sp? [AZy].

3.4 Wahrscheinlichskeitstheoretische Aussagen
Definition 3.4.1 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Eine Folge von Zufallsvariablen
X,, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X (X, 2 X ), falls

lim P (|X, — X| > €) =0 Ve > 0.

Im Falle von Vektoren und Matrizen ist, sofern nicht anders beschrieben, die komponen-

tenweise Konvergenz gemeint.

Definition 3.4.2 (Konsistenz eines Schétzers). Ein Folge von Zufallsvariablen X,, heifst

konsistent fiir den Parameter X, falls sie in Wahrscheinlichkeit gegen diesen konvergiert,
dh X, 5 X.

Satz 3.4.3. Eine Folge von Zufallsvariablen X,, ist konsistent fiir den Parameter X mit
E(X,) = X, falls

lim Var (X,,) = 0.

n—o0

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus Anwendung der Chebyshev-Ungleichung

E(Z)?
P(|Z] >¢€) < =
fiir die zentrierte Folge von Zufallsvariablen Z,, = X,, — X. O

17



3 Theoretische Grundlagen

Satz 3.4.4. Fiir die Zufallsvektoren X,, € R¥ (n =1,2,...) und X € R* sei C C R¥
derart, dass P(X € C) = 1. Die Funktion g : R* — R™ sei auf allen Punkten von C
stetig. Dann gilt

X, & X = g(X,) 5 g(X).

Beweis. s. van der Vaart| [22], Seite 7, Theorem 2.3. O

Lemma 3.4.5 (Slutzky). Es bezeichne X,,, Y., X Zufallsvariablen. Falls X,, — X und
Y, — ¢ mit ¢ konstant, so gilt

X,+Y,—>X+c
X, Y, —cX,
Y. ' X, —»c X, falls ¢ # 0.
Beweis. s. van der Vaart| [22], Seite 11, Lemma 2.8. O

Mit diesen Eigenschaften soll nun eine F-Approximation fiir das vorgestellte Modell aus

Kapitel [2.1] konstruiert werden.
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4 Testverfahren

4.1 Ein- und Zwei-Stichprobenfall

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, wurden von Werner und [Becker| fiir die Versuchs-
pline mit @ = 1 und @ = 2 Behandlungsgruppen F-Approximationen vorgestellt, die das
getestete Niveau auch fiir den Fall (d > n;) einhalten. Dafiir wird die Verteilung einer
quadratischen Form mit der einer gestreckten x2-Verteilung approximiert (vgl. [4]). Wie-
derholt man den Schritt fiir den Nenner der Teststatistik, gelangt man approximativ zu

einer F-Verteilung.

Im Ein-Stichprobenfall lassen sich die Beobachtungsvektoren Xy ~ Ny(p, %),k =1...,n
mit dem Projektor T zentrieren, der fiir die Hypothese Ho(5) : T =0, o = (1, - - -, fta)’
verwendet wird. Die Vektoren Z; = TX; ~ Ny (T, TET) sind unabhéngig und lassen
sich zum Schétzen des Nenners der Teststatistik
77
W= — e % F(f, fo)
Sp [TX]

und der Freiheitsgrade fi, fo verwenden. Das Zeichen ~ bedeutet in dieser Arbeit, dass
die Verteilung der Statistik auf der linken Seite mit der Verteilung auf der rechten Seite

approximiert wird.

Im Zwei-Stichprobenfall lassen sich alle Hypothesen durch die Summe bzw. Differenz der
beiden Erwartungsvektoren g, = (pu1, ..., ft1a)’s o = (21, ..., p2q) formulieren, d.h.
Hy : T(p; & py) = 0 mit passendem Projektor T € R?*?. Die Schiitzung der Spuren
und Freiheitsgrade von

(21— Z) (Zo — Zo)

FB = —— — N F(f7 fO)
Sp [TX4]/n1 + Sp [TX,]/ng

erfolgt wie im Ein-Stichprobenfall durch die unabhéngigen, mit dem Projektor zentrier-
ten Beobachtungen Z;, = TX;x ~ Ny (Tp;, TX,T)i=1,2, k=1,...,n;.

Fiir die von Werner| und Becker| verwendeten Schétzer konnte die Eigenschaft der Di-
mensionsstabilitit gezeigt werden, was bedeutet, dass die Konvergenz der Schétzer un-

abhingig von der Dimensionalitéit der Beobachtungsvektoren ist.
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4 Testverfahren

4.2 Mehr-Stichprobenfall

In diesem Kapitel werden N = Y% | n;, n; > 0 unabhéngige Versuchsobjekte
XU NNd(l'l’ruEz);Z = 1,...,0,;j = 1,...,7?,1',

mit Erwartungsvektoren g, und positiv definiten Kovarianzmatrizen 32; betrachtet, von
denen n; Realisierungsvektoren der i-ten von a Behandlungsgruppen zugeordnet sind.
Aus der Verteilungsannahme der Versuchsobjekte ergibt sich fiir die Verteilung des i-ten

Behandlungsgruppenmittelwertes, dass
— — N
1y

Ordnet man diese unabhéngigen Gruppenmittelwerte in einem Vektor untereinander an,

folgt fiir die Verteilung dieses Vektors
__ . RN
VN-X =VN- (X’IX’) ~ Ny (\/N-M,N-V>,

mit g = (p, ..., pn,) und der Blockdiagonalmatrix V = @¢_ | 3;/n;. Wie in Kapitel
beschrieben, lassen sich alle Hypothesen des Modells iiber den Erwartungsvektor p
formulieren, der erwartungstreu und konsistent durch den Vektor der Stichprobenmit-

telwerte X, geschétzt werden kann.

Da die Kovarianzmatrix V andernfalls fiir N — oo degeneriert, wird an die Stichprobe-

numfinge die Bedingung

N
0<—<n"<ocfirN—>o00,i=1,...,a (4.1)
L

gestellt. Sie stellt sicher, dass die Stichproben ”gleichméfiig” wachsen und wird spéter
benétigt, um die Konsistenz der Schitzer zu zeigen. Unter Giiltigkeit von (4.1) gilt:
lim N-V #0.

N—oo

Zum Testen der Hypothesen soll die quadratische Form
Q=N -XTX (4.2)

mit Projektionsmatrix T = (Ty ® Tg) € R verwendet werden, die aus der zu
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4.2 Mehr-Stichprobenfall

testenden Hypothese Hy : Hu = 0 mittels T = H' [HH'|” H resultiert. Man kann die
obige quadratische Form (4.2)) auch unter Beriicksichtigung der Eigenschaft des Projek-

tors umformulieren. Benutzt man die Darstellung einer zentrierten quadratischen Form
aus Satz [3.2.5] gilt unter der Hypothese Hy : Ty = 0

ad
Q=N [TX)' [TX]=N-ZZ 2 N> \C,,
s=1
wobei die Cy unabhiingige y3-verteilte Zufallsvariablen sind und ), die Eigenwerte der
Kovarianzmatrix von Z, ~ Ngq (Tw, TVT) fiir s = 1,...,ad sind. Als niichstes wird
eine Momentenapproximation fiir die Verteilung von () vorgestellt, die auf den Ideen

von [Patnaikl und [Boxl basiert.

4.2.1 Box-Approximation |

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass die quadratische Form ) als Summe un-
abhingiger yi-verteilter Zufallsvariablen dargestellt werden kann. Als Approximation
wird nun unterstellt, dass die ersten beiden Momente dieser quadratischen Form denen

einer gestreckten X?—Verteilung gleichen
. 2
Q~ g X5

Setzt man die ersten beiden zentrierten Momente dieser Ausdriicke gleich (s. Kapitel

fiir Momente einer Quadratform), resultiert das folgende Gleichungssystem

E(Q) =N-Sp[TV] =g-f  =E@g-x})
Var (Q) =2-N?-Sp[(TV)? = 2g2 - f = Var(g - x7),

das nach den Parametern g und f aufgelost werden kann

Sp[(TV)?]
Sp[TV] '
Sp [TV]?

I =sp vy

21



4 Testverfahren

Mit diesem Ansatz erhilt man eine y?-Approximation fiir die Verteilung der quadrati-
schen Form aus (4.2)) mit den unbekannten Parametern f und Sp [TV]

Q Q

of = Nospprv] TN/ 43)

die es aufgrund der unbekannten Kovarianzmatrix aus den Daten zu schétzen gilt. Ver-
wendet man fiir die Schatzung des Nenners eine - von () unabhéngige - quadratische
Form, lédsst sich fiir deren Verteilung ebenfalls eine Box-Approximation durchfiithren
und der gesamte Quotient kann mit einer F-Verteilung approximiert werden kann. Der

so gebildete Quotient

Pyn = ———= ~ F({, fo) (4.4)
N -Sp[TV]
ist dann approximativ F-verteilt und soll als Teststatistik verwendet werden. Die Hy-
pothese Hy : Hu = 0 wird verworfen, falls die Teststatistik das (1 — «)-Quantil der
F-Verteilung iibersteigt, d.h.

Fun > Fi_o(f, fo) zu einem vorher festgelegten o € (0, 1).

Auf die Gestalt des Spurschétzers und der Freiheitsgrade f, fy wird spéter eingegan-
gen. Zunichst wird gezeigt, wie sich Sp[TV] und Sp [(TV)?] durch eine Zerlegung der

Matrizen darstellen lassen und was dies fiir die Schiatzung der Spuren bedeutet.

4.2.2 Zerlegung der Spur

Die in Abschnitt beschriebenen Terme Sp [TV] und Sp [(TV)?] sind aufgrund der
unbekannten Kovarianzmatrix V aus den Daten zu schitzen. Man kann dabei unter
Ausnutzung von einfacher Matrizentechnik zeigen, dass sich die folgenden Spurterme im

Wesentlichen auf die Subplots Tg3;, i« = 1,...,a reduzieren lassen.

Lemma 4.2.1 (Spurzerlegung). Sei T = (Ty ® Tg) ein Projektor mit Ty, € R*** Tg €
R ynd V = @), Zi/ni mit £; € R sowie n; > 0, i = 1,...,a. Es bezeichne T};
den (i, 7)-ten Fintrag der Matriz Ty . Dann gilt

~ T}
Sp[TV] =) —Sp[Tsi],

=1
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4.2 Mehr-Stichprobenfall

T T,
Sp? [TV] = ZZ = 8p [Te3] Sp [Ts3u]

im1 k=1 i
TZ (]
Z Z —’“— Sp [TsZi TSy .
=1 k=1 i
Beweis. S. Satz im Anhang. O

Diese Spurzerlegung ermoglicht es, Schétzer fiir die oben aufgefithrten Spurterme di-
rekt aus den Beobachtungsvektoren Z;, = TgX;; zu konstruieren. Die Eintrige der
Wholeplot-Matrix Ty tauchen nur noch, zusammen mit den Stichprobenumfingen, als
Gewichte der einzelnen Spuren auf. Es miissen also nur noch die unbekannten Spuren der
Kovarianzmatrizen Tg3;, TsX; TsXy, 1,k = 1,..., a geschitzt werden, da alle anderen

Parameter bekannt sind.

4.2.3 Box-Approximation Il

Nun soll der Schétzer fiir den Nenner des Ausdruckes (4.4) mitsamt seiner approximati-
ven Verteilung beschrieben werden. In Lemma wurde gezeigt, dass

T
Sp|[TV] = L SpTsx].
p(TV] = 3 o (53
Es gentigt also, die Kovarianzmatrix der Subplots Z;; zu schéitzen. Ersetzt man X; durch
die empirische Kovarianzmatrix f]l erhdlt man den erwartungstreuen und konsistenten

Schatzer

a

Sp[TV] = > Sp [TSEZ} , (4.5)
wobei
_— 1 — — 1
Sp [Tszz} = n; — 1 Z (Zz] - Zz)/ (Zz] - Zz) = n; — 1Z; (Pm ® Id) ZZ

j=1

mit Z; = (Z}y,...,Z), Zij = TsXy; ~ Ny (Tsps, TsZiTs), i =1,...,a;5 = 1,...,n;.

ng

—

Lemma 4.2.2. Der Schitzer Sp [TV] aus ist erwartungstreu fir Sp [TV]. Unter
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4 Testverfahren

Bedingung gilt: N - Sp [T/V] ist konsistent fiir N - Sp [TV], in dem Sinne, dass
Var (W{T‘W — 0.

Beweis. s. Lemma im Anhang. O

Fiir die Verteilung des soeben vorgestellten Spurschitzers Sp E\V] lasst sich ebenfalls
eine Boxapproximation durchfiihren. Man betrachtet analog zu Kapitel das Glei-

chungssystem

(N Zfs p|Ts D N le T2 = go- fo.

=1

v (o3 T[] <2000 3 (g s e o ot

i—1 i nz_l

:2-N2§:(@>2 L Sp [(Ts=)?] = 262 - f,
1 i 0 0-

=1 N/ T

mit dem Streckungsparameter go und dem Freiheitsgrad f; einer X}O—Verteilung. Das

Umstellen der Gleichungen ergibt

N (5) o Spl(Tssi)
9o = )
(e, Zesp [Tz])
(Zz ln Sp[ ])2

S (%) o splTsme]

fo=

Fiir die Verteilung des Spurschétzers gilt somit approximativ

Sp[TV] ~ X3/ fo. (4.6)

Bildet man nun den Quotienten aus den quadratischen Formen und . erhélt
man, sofern diese unabhéngig sind, eine auf der Box—Approx1mat10n basierende F-Ver-

teilung mit den Freiheitsgraden f und fy. Die explizite Darstellung der Teststatistik Fyg
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4.2 Mehr-Stichprobenfall

aus (4.4) lautet demnach

Q/(N-Sp[TV]) Q

FMH = ——— - —— F(f7 fO)a
(Sp[TV]) /(Sp[TV]) N -Sp[TV]
mit den Freiheitsgraden
TSPV Y v T;f;/ Sp [TsEiTszz-/]’ '
(3o, Zespms)
Jo= (4.8)

S () S o (Tsz

Die Unabhéngigkeit der beiden quadratischen Formen folgt aus der Anwendung des

Theorems von Craig-Sakamoto.

Lemma 4.2.3 (Unabhéngigkeit von Zahler und Nenner). Die quadratischen Formen @
und N - Sp [TV] sind stochastisch unabhdngig.

Beweis. Die beiden quadratischen Formen lassen sich mit dem Beobachtungsvektor X

wie folgt darstellen

Q=N-XTX =X (@ 1,./n; ® Id> Tw @ Ts) (@ 1, /n; ® Id>

i=1

Tismy - 0, Tl g, o300 Tl
=N.-X : ®Tgs [ X
e+ iy Bt 00 Bl |
— X'AX,
i / T ﬂl
N-Sp[TV] =N X (P, ®Ts) | X
el nl(nl — 1)
T11
Pnl ni(n1—1) 0
_N-X ®Ts | X
Taa
O Pna na(na—l) NxN
= X'BX

Die Kovarianzmatrix von X ist die Blockdiagonalmatrix W = (7, I,, ® ¥;). Nach
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4 Testverfahren

Craig-Sakamoto reicht es zu zeigen, dass AWB = 0 ist, was direkt aus Py, - Jy;n, = 0
folgt. O

4.3 Schatzung der Freiheitsgrade

In den vorherigen Kapiteln wurde die Teststatistik Fyy mitsamt ihrer approximativen
Verteilung hergeleitet. Die Freiheitsgrade, die aus den Box-Approximationen resultieren,

miissen aus den Realisationen X;; geschétzt werden.

4.3.1 Dimensionsstabilitat

Die Verwendung gewohnlicher Plug-In-Schétzer fiihrt bei hochdimensionalen Daten zu
Problemen, da sie im Allgemeinen verzerrt sind und die Konsistenz nicht unabhéngig

von den Messwiederholungen ist.

Beispiel 4.3.1. Man betrachte die Kovarianzmatriz
> .. c Rdxd

und den Subplot-Projektor Tg = Py. FErsetzt man die Kovarianzmatriz 3 durch die
empirische Kovarianzmatriz S erhilt man, nach dem Lemma von Slutzky, konsistente
Schiitzer fiir die Ausdriicke Sp* [P¢X] und Sp [(P4X)?]. Um zu iberpriifen, ob und wie
stark die Schitzer verzerrt sind, ist in Tabelle[3 der mittlere Quotient fiir die Schitzer
Sp® [Tsi} und Sp [(Tsi)ﬂ und deren Erwartungswerte anhand von n = 10 Individuen
fiir wachsende Dimensionenen d = 5,...,100 bei je ng, = 1.000 Simulationswiederho-
lungen dargestellt.

Der Tabelle kann man entnehmen, dass der Plug-In-Schitzer fiir Sp® [PyX] kaum ver-
zerrt ist und homogene Ergebnisse fiir wachsendes d liefert. Fiir den zweiten Quotienten
erkennt man eine Verzerrung, die mit steigendem d immer stirker zunimmt. Daher
st die Verwendung der empirischen Kovarianzmatriz, zumindest fir die Schétzung von

Sp [(TsX)?] nicht ratsam, da die Freiheitsgrade ansonsten unterschitzt wiirden.

Aufgrund dieser Beobachtungen werden alternative, sog. Spurschitzer verwendet, die
die Spurterme, die in den Freiheitsgraden f, f, auftauchen, direkt schétzen. Fiir diese

Spurschétzer kann gezeigt werden, dass die Konsistenz unabhéngig von der Dimension
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4.3 Schétzung der Freiheitsgrade

Tabelle 3: Verzerrung der Plug-In-Schétzer bei hochdimensionalen Daten am Beispiel

einer Compound Symmetry

J sp?[Ts3]  Sp[(Ts%)?]

SPATs%]  Spl(TsZ)?]
5 1.0382955 1.5145911
10 1.0152393 2.1023038
20 1.0171884 3.2414928
30 1.0126602 4.3560047
40 1.0058071 5.4310292
50 1.0021705 6.5358418
75 1.0067568 9.3618733
100 0.9992095 12.086978

d ist. Daher soll kurz auf die Eigenschaften von Schétzern eingegangen werden.

Es muss diskutiert werden, welche Eigenschaften ein Schétzer in hochdimensionalen Ver-
suchsdesigns aufweisen sollte. Hochdimensionalitat der Daten hat schliellich zur Folge,
dass fiir das Konvergenzverhalten des Schétzers nicht nur die Anzahl der Versuchswieder-
holungen, sondern ebenso die Dimensionalitéit der Beobachtungsvektoren beriicksichtigt
werden muss. Der gewohnliche Konsistenz-Begriff fiir eine Folge von Schétzern 5,1 ist

dann nicht mehr ausreichend.

Brunner beschreibt diesbeziiglich den Begriff der Dimensionsstabilitét (vgl. [6]).

Definition 4.3.2 (Dimensionsstabilitat). Ein Feld von Schitzern @lﬁd fiir den Parameter

O heifit dimensionsstabil, falls
/e\nd
E{—-1
0,
Var (ﬁ)

wober D, und K, Nullfolgen, die gleichmdfig beschrinkt bzgl. d.

< Dy,

1 ~
= 3 Var <9n,d> < Km
Qd

Das dimensionsstabile Verhalten eines Schétzers kann als Verallgemeinerung des gewhn-
lichen Konsistenzbegriffes fiir eine Folge von Schétzern @\n fiir Repeated Measures gesehen
werden. Es stellt sicher, dass das Konvergenzverhalten nur von der Stichprobenanzahl

n, nicht aber von der Anzahl der Messwiederholungen d, abhéngt.
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4 Testverfahren

4.3.2 Spurschatzer fiir die Subplots

Fiir die Schéitzung der Freiheitsgrade f, fo sollen nun Schétzer fiir die Ausdriicke Sp[T ¢33;]
und Sp[TsX;TsX;], i,7 = 1,...,a konstruiert werden, die das Kriterium der Dimensi-
onsstabilitat erfiillen.

Betrachte fortan die mit dem Subplotprojektor Tg zentrierten Beobachtungsvektoren
Ziy ~ Ng(Top;, Ts3,Ts),i=1,...,a,k=1,...,n; Unter Ausnutzung der in Kapitel
aufgefithrten Resultate, lassen sich Schétzer durch Quadratformen und Bilinearformen

formulieren.

Aus Griinden der Ubersicht wird im Folgenden die nachstehende Notation verwendet.

A; k= Z/ Zilm
jk,em =(Zij — Zir)"(Zis — Ziyy,),
A i =(Ziy — L) (Zivg — Ziry).

Mithilfe dieser Quadrat- und Bilinearformen lassen sich dimensionsstabile Schétzer be-
stimmen, die auch schon von Becker fiir den Zweistichprobenfall verwendet wurden (vgl.
[2]). Zusammen mit den Aussagen aus Kapitel [3|erhélt man die folgenden Aussagen iiber

Momente der oben genannten Terme.

Satz 4.3.3. Seien Z;; ~ Nq(Tsp;, TsX,Ts) i =1,...,a, j = 1,...,n; unabhdingige
Zufallsvektoren mit positiv definiten Kovarianzmatrizen 3; und einem Projektor Tg.

Dann gilt fir die unten aufgefihrten quadratischen Formen

E (A} ) = 2Sp[TsZi], J#k,

E ([Aj0]?) = 88p [(Ts3:)*] +45p [TsZ], j#k,
Var (Aj, ;i) = 88p [(TsXi)] | j#k,

B (Afy e Abm,em) = 45p° [Ts %] jAEALFEm,
(A;'k v em> = 4Sp [TsX;]Sp[TsXy], J # kL #m.

Fiir die nachfolgenden Bilinearformen gilt

(A;kfm):07 J#k#LFm,
E ([Afx]”) = 450 (T3] jEEACEm,
Var (A;Hm) =4Sp [(Ts%:)?], jF#kF#£LF#m,

28



4.3 Schétzung der Freiheitsgrade

B ([Aln]*) = 968p [(TsZ)"] +48Sp? [(TsZ)7] JAk£0Am,
(450n) = 0. jEkACEm,

E ([A;’;”gm] 2) — 4Sp [T TsSy], j £k +m,
Var (4}, ) = 48p [TsSTs%] jEkO#m,

4
<[A;,§£m] ) = 96Sp [(TsZTsNy)2] + 48Sp? [TsX,TsSy],  j Ak L £m.

Beweis. Es bezeichne zundchst X = Z;; — Z;, mit j # k beliebig aber fest, also X # 0
fast sicher. Fiir die Quadratformen verfihrt man mit Hilfe von Lemma wie folgt.
Bezeichne Qx = X'X = A}, , mit E(X) = 0, Var(X) = Zy = 2TsX;Tg und A =1,

Dann gilt zusammen mit der Invarianz der Spur unter zyklischer Permutation

E(Qx)=Sp[Xx] =2Sp[TsX;],
E(Q%) =2Sp [Z%] + Sp? [Zx] = 8Sp [(TsX:)?] +4Sp? [Ts%],
Var (Qx) = E (Q%) — E* (Qx) =8Sp [(Ts%))?] .

FirY = Zy — Z;,, und j # k # ¢ # m gilt wegen Unabhéngigkeit der Quadratformen

E(QxQy) =E(Qx)E(Qy) = 4Sp*[TsX].

Fiir i # i’ gilt das Gleiche, da die quadratischen Formen Qx und @)y dann unabhéngig
sind. Damit sind die Momente der Quadratformen gezeigt.

Fiir die Bilinearformen kann man ebenfalls die Ergebnisse aus Lemma [3.3.3| verwenden.
Fir X =2Z;; —Zy, und Y = Z;y — Z;y,, ] # k # ¢ # m erhélt man mit Lemma fiir

die Bilinearform Q xy

E(Qxy) =0,
(Q y) = Sp EXEY] =45Sp [(TSEi)ﬂ )
Var (Qxy) =E (Qxy) E? (Qxy) =4Sp [(TSEi)ﬂ )
E(Q%y) =6Sp [(ZxZy)’] +3Sp* [ExZy] =96 Sp [(TsX;)*] +48Sp* [(TsX))?] .
Fiir die Bilinearformen AJ k.em verfahrt man analog. ]
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4 Testverfahren

4.3.3 Spurschatzer

Die vorangegangenen Resultate kénnen nun verwendet werden, um die Spurschétzer

zusammenzusetzen.

Korollar 4.3.4. Die unten angegebenen Spurschitzer Sp* [T

_—

V] und Sp[(TV)?] sind

erwartungstreu fiir Sp* [TV] und Sp [(TV)?].

— a (TVZZ)Z 1
Sp2 [TV] - Z 2 Z Ajk ik Em im
= TiiTow 1 AL p
11" . A A
= NN 4711(77/1 _ 1) ;Z;n jk,gk*Hm . tm
oo —~ (T) 1
Sp[(TV)?] = 2 > ()’
“ = T T 1 AL
(2 1 . A’L 74 )
+ = 7 T dn;(n; — D)ny(ny — 1) ;; ( Jktm
Beweis. Mit Satz gilt zunéchst: A% A) . = = 48p* [TsX| Vi # k # £ # m. Da
alle Indizes j, k, ¢, m nach Voraussetzung ungleich sind, gibt es n;(n; — 1)(n; — 2)(n; — 3)
Summanden.
Im Falle i # i’ gilt A%, Ay, = 4Sp[Ts%;]Sp [TsXy] fiir j # k, { # m. In diesem

Fall existieren n;(n; — 1)71Z (ny — 1) Summanden mit ungleichen Indizes. Es folgt die
Erwartungstreue fiir Sp [TV] Die Argumentationskette fiir Sp [(TV) | erfolgt analog.

]

Die Erwartungstreue sichert, dass die Schétzer unverzerrt sind. Der néchste Satz zeigt,
dass die so konstruierten Schétzer sogar das Kriterium der Dimensionsstabilitat aus De-
finition erfiillen. Die erste Bedingung ist durch die Erwartungstreue sichergestellt,

die zweite wird im folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.3.5 (Dimensionsstabilitit der Spurschitzer). Die Spurschitzer Sp® [TV] und
Sp [(TV)?] sind unter Giltigkeit von dimensionsstabil im Sinne der Definition

432

Beweis. s. Satz im Anhang. m
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4.3 Schétzung der Freiheitsgrade

Der Nenner des Freiheitsgrades f, kann ebenfalls dimensionsstabil durch den Ausdruck

o~ ° T\ 1 ; 2
SpI(TVYY =2 <n_) Ani(n; — 1)%(n; — 2)(n; — 3) 2 ()

i=1 jEkAlEm

geschétzt werden, wie im folgenden Korollar gezeigt.

—~——

Korollar 4.3.6. Der Schdtzer Sp [(TV)?] ist dimensionsstabil.

Beweis. s. Satz im Anhang. O

4.3.4 Freiheitsgradschatzer

In dem vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass Zahler und Nenner der Freiheitsgrade

f. fo aus (4.7) und (4.8) dimensionsstabil durch Sp? [TV], Sp [(TV)2] und Sp [(TV)?]
geschitzt werden konnen. Aus diesen Schitzern werden die Freiheitsgradschétzer

f= w, (4.9)
Sp [(TV)?]

fo w (4.10)
Sp[(TV)?]

zusammengesetzt. Aufgrund der Verteilungsannahme der Zufallsvektoren ist der Nen-
ner der Freiheitsgradschétzer fast-sicher grofler Null. Da Zéahler und Nenner von f, fg
nicht unabhéngig sind, kann nur approximativ die Dimensionsstabilitit dieser Freiheits-
gradschétzer gezeigt werden. Dafiir werden Erwartungswert und Varianz der Quotienten
aus Freiheitsgradschétzer und wahrem Freiheitsgrad mittels Taylorapproximation nach
Stange| bestimmt und gezeigt, dass die Verzerrung dieser Approximationen fiir groffes N
verschwindet (vgl. [21]).

Satz 4.3.7 (Eigenschaften der Freiheitsgradschétzer). Die Freiheitsgradschdtzer ]/”\ und

]/‘E) sind approximativ dimensionsstabil.
Beweis. s. Satz im Anhang. O

Beispiel 4.3.8. Um den Vorteil der Spurschdtzer zu verdeutlichen, sind in den Tabel-
len [ und [3 die Quotienten aus Mittelwert und empirischer Varianz des ersten Frei-
heitsgrades ]?/f und f/f unter den in Beispiel getroffenen Annahmen dargestellt,

wobei f/ f den Fretheitsgradschdtzer mit Plug-In-Schdtzern fir die Kovarianzmatriz 3
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4 Testverfahren

bezeichnet. Diese Quotienten sind fiir ausreichend grofS gewdhltes ng;, eine Mdoglichkeit

die Dimensionsstabilitit der Schitzer empirisch zu untersuchen.

Tabelle 4: Quotienten simulierter empirischer Erwartungswerte und Varianzen von f
und f fiir @ = 1, n = 10 bei wachsenden Dimensionen und ng;,, = 1.000

Simulationen.

d Spurschétzer Plug-In-Schétzer
f1f - Nar(f)/f? fl1f - Nar(f)/f?
5 1.045028  0.0547921 1.045028  0.0082674
10 1.0471479  0.056127  1.0471479 0.0024427
20 1.0600445 0.0750266 0.3159279 0.0004857
30 1.0447874 0.0707148 0.2324651 0.0001429
40  1.0525466 0.0718624  0.18498  0.0000617
50 1.0467603 0.0667174 0.1532802 0.0000277
75 1.0678702 0.0703435 0.1076151 < 0.00001
100 1.0690598 0.0688765 0.0827766 < 0.00001

~

Tabelle 5: Quotienten simulierter empirischer Erwartungswerte und Varianzen von f
und f fir @ = 1, n = 100 bei wachsenden Dimensionen und ng;,, = 1.000

Simulationen.

d Spurschétzer Plug-In-Schétzer
o va(f)/fF o fIf Var(f)/f?
5 1.0003738 0.0004094 0.9571377 0.0003368
10 0006961 0.0004257 0.9110077  0.0002897
20 0002897 0.0004268 0.8328381 0.0002033
30 0.999795  0.0004087 0.7678061 0.0001418
40 0.999984  0.0003907 0.7125716 0.0001009
50  0.9998202 0.0004216 0.6645817 0.0000822
75 1.0010005 0.0004217 0.5693934 0.0000437
100  1.001124  0.0004233 0.4977943 0.0000256

Man erkennt, dass die dimensionsstabilen Spurschdtzer tiber alle Dimensionen hinweg

den Freiheitsgrad im Mittel stabil approzimieren. Erhoht man die Anzahl der Individuen

auf n = 100 sieht man, dass die leicht positive Verzerrung der Schdtzer fiir groffes n

deutlich abnimmt. Ein dhnliches Bild bietet sich bei dem empirischen Varianzen, die fiir

stetgendes d keine grofie Variation aufzeigen, fir wachsendes n aber geringer werden.

Die Plug-In-Schdatzer reagieren sehr stark auf den Anstieg der Dimensionen und liefern
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4.4 Spezialfall: Zwei Behandlungsgruppen

keine zufriedenstellenden Simulationsergebnisse. Dieser Eindruck wird durch die stark
degenerierende empirische relative Varianz bestdrkt. Die unkorrigierten Plug-in-Schdtzer

sind den Spurschétzern in diesem Versuchsdesign absolut unterlegen.

4.4 Spezialfall: Zwei Behandlungsgruppen

Es kann gezeigt werden, dass die vorgestellte Teststatistik im Falle von zwei Behand-
lungsgruppen dquivalent zur der Teststatistik von Becker|ist (vgl. [2]). Je nach Hypothese
ist der Projektor des Whole-Plots Ty gleich der zentrierenden Matrix Py (Hypothese
kein Behandlungseffekt bzw. keine Wechselwirkung zwischen Behandlung und Zeit) oder
der Matrix $J, (Hypothese kein Zeiteffekt), deren Eintrége identisch 1/2 sind. In diesen
beiden Fillen gilt

— — N — — —
EN-X (P, ® Ts)X. :E-(Xl.—XQ.)/TS(Xl.—Xg.),

- 1 N - = -
N . X 5 (X +%0) Ts (X1 +Xa).

Fiir den Nenner der Teststatistik untersucht man den Erwartungswert des Nenners

E (N-XfTK) - N-ZT—ifsp T3],

n
i=1 "

Der Spurschétzer des Nenners hat demnach die folgende Gestalt

Der einzige unbekannte Parameter des Ausdruckes, Sp [Ts¥;], wird durch den passenden
Schétzer ersetzt und man gelangt schlieBlich du der Aquivalenz der Teststatistiken
(X1 +£X,) Ts (X, £ X.)

FMH = FB = — — .
Sp [TSZh]/nl + Sp [Tszg]/ng

Die Freiheitsgrade, die der Box-Approximation entstammen sind ebenfalls identisch.
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5 Simulationen

5 Simulationen

In diesem Abschnitt soll anhand von Simulationsstudien gezeigt werden, wie gut das in
dieser Arbeit hergeleitete Testverfahren mit zufillig generierten Datensatzen umgeht. Im
vorherigen Abschnitt wurde bereits an einem Beispiel empirisch untersucht, inwieweit die
konstruierten Spurschétzer und Freiheitsgrade das Kriterium der Dimensionsstabilitét
erfiillen. Um die Qualitéit der getroffenen Testentscheidungen zu analysieren, werden das
Niveau und die Power (Fehler 1. und 2. Art) anhand verschiedener Behandlungsgruppen,

Stichprobenumfinge und Kovarianzmatrizen betrachtet.

5.1 Struktur der simulierten Daten

Die Annahmen, die fiir die Testprozedur getroffen wurden, verlangen normalverteilte Da-
tenvektoren mit beliebigen, positiv definiten Kovarianzmatrizen ¥;. Auflerdem werden
fiir die Konstruktion der Schétzer mindestens 4 Beobachtungen je Behandlungsgruppe
i =1,...,a bendtigt. Da hier nur finite Anzahlen an Versuchsobjekten betrachtet wer-
den, ist die Bedingung erfiilllt. Fiir die Kovarianzmatrizen werden eine Compound

Symmetry und eine autoregressive Struktur betrachtet.

Definition 5.1.1 (Compound Symmetry). Sei X € R? ein Zufallsvektor mit Erwar-
tungsvektor p € R und Kovarianzmatriz ¥ € R¥?. Die Kovarianzstruktur ist vom Typ

einer Compound Symmetry, falls sie die Gestalt

mit gleicher Varianz o > 0 und konstanter Kovarianz 7 € R aufweist.

Definition 5.1.2 (Autoregressiv). Sei X € R ein Zufallsvektor mit Erwartungsvek-
tor p € R* und Kovarianzmatriz ¥ € R¥>4. Die Struktur der Kovarianzmatriz heifst

autoregressiv, falls sie die Gestalt

o p|7*_.7|0'2

mit 02 >0, p € [0,1] und i,j = 1,...,d aufweist.
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Die Compound Symmetry Struktur sagt {iber die Daten aus, dass eine identische Korre-
lation zwischen allen Messwiederholungen besteht. In diesem Fall spricht man auch von
der Austauschbarkeit der Messwerte je Versuchseinheit.

Unterstellt man den Datenvektoren eine autoregressive Kovarianzstruktur, so sind dieje-
nigen Messwiederholungen stédrker miteinander korreliert, die ndher beieinander liegen,
wahrend die Korrelation der Messwerte mit wachsendem Abstand geringer wird. Ein
typisches Szenario, in dem eine autoregressive Kovarianzstruktur angenommen wird, ist

die Modellierung von Zeitreihen mit dquidistanten Messpunkten.

Fiir die Erzeugung der Datensétze und Berechnung der Teststatistiken wird die sta-
tistische Analysesoftware SAS in den Versionen 9.2 und 9.3 verwendet. Die implemen-
tierte IML-Umgebung erlaubt eine sehr schnelle Berechnung von Matrixoperationen,
sodass Schleifen héufig durch Matrix- und Vektoroperationen ersetzt werden koénnen,
die die Zeiten der Programme mitunter deutlich reduzieren. Die Daten werden mit der
RANNOR-Prozedur erzeugt, die Abhéngigkeitsstrukturen werden mittels Addition von
identischen Zufallsvariablen erzeugt. Die genauen Rechenschritte konnen im Quelltext

im Anhang nachvollzogen werden.

5.2 Alternative Auswertungsverfahren

Um die Simulationsergebnisse besser bewerten zu kénnen, werden weitere Testverfahren
auf dieselben generierten Datensétze angewendet. Da es bisher keine Testprozedur fiir
zweifaktorielle hochdimensionale Repeated Measures Modelle gibt, die mit ungleichen
Stichprobenumféangen und Kovarianzmatrizen im Falle a > 2 umgehen kann, gibt es kein

direktes Konkurrenzverfahren.

Dennoch gibt es Methoden, die rein technisch, aus Sicht eines Anwenders, auf ein solches
Versuchsdesign angewendet werden kénnten, auch wenn nicht alle von dem jeweiligen
Testverfahren vorausgesetzten Annahmen erfiillt sind. Dahinter steht die Idee aufzuzei-
gen, zu welchen Fehlentscheidungen der Anwender durch die Anwendung eines falschen
Testverfahrens verleitet werden kann und ob die neue Teststatistik als Alternative gute

Ergebnisse liefert. Als konkurrierende Verfahren dienen

e die klassische zweifaktorielle Varianzanalyse fiir unverbundene Stichproben mit

gleichen Varianzen,

e die Korrektur der varianzanalytischen Freiheitsgrade durch das Box’sche Epsilon
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aus Geifler-Greenhouse mit empirischer Kovarianzmatrix unter der Annahme glei-

cher Kovarianzmatrizen je Behandlungsgruppe (vgl. [I1]) sowie

e die Hyunh-Feldt-Korrektur des Box’schen Epsilon, unter der Annahme gleicher
Kovarianzmatrizen je Behandlungsgruppe (vgl. [14], 15]).

Durch schrittweise Verallgemeinerung der Versuchsdesigns sollen die Grenzen der gew&hl-

ten Konkurrenten aufgezeigt werden.

5.2.1 Huynh-Feldt-Korrektur

Fiir das zweifaktorielle Split-Plot-Design wurde von [Huynh und Feldt| eine Approxi-
mation publiziert, die von den zugrunde liegenden Daten gleiche Kovarianzmatrizen je
Behandlungsgruppe fordert. Ausgehend von der quadratischen Form (4.2)) erfolgt eine

Box-Approximation und man gelangt schliefllich zu der Teststatistik

X TX,
[TSZ] Zz 1 Tu/m

Foc = F(fur, fir)- (5.1)
Die Priifgrofle ist approximativ F-verteilt, dabei wird Sp [T s3] mittels der empirischen
Kovarianzmatrix 3 geschiitzt. Die Freiheitsgrade fup und fir setzen sich aus den Frei-
heitsgraden der Varianzanalyse fanova = Sp[T], fanova = (d —1)(IN —a) und einem

Korrekturterm € zusammen, es gilt

d—D)(N—a—(d—1)9 (4= 1)Sp [TsSTs8|

Sie haben die Gestalt fur = fanova- € sowie fiir = fANova ¢. Es handelt sich bei dem

oben aufgefiihrten Ausdruck ¢ um die Korrektur von [Lecoutre aus dem Jahr 1991 (vgl.

[15]).

5.2.2 Weitere Teststatistiken

Neben der Huynh-Feldt-Korrektur sollen in den spéteren Simulationen ebenfalls die
oben erwahnten Anova-Freiheitsgrade und das unkorrigierte empirische € zur Auswer-

tung der Teststatistik (5.1)) herangezogen werden. Die Analyse mit den Freiheitsgraden
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5.3 Niveausimulationen

faa = fanova-€und fio = finova -€ wird mit den Kiirzeln von Greenhouse und Geisser’
betitelt, da in deren Arbeit als erstes dieser Losungsansatz fiir das zweifaktorielle hoch-
dimensionale Split-Plot-Design beschrieben wurde. Ein Problem der Freiheitsgrade fag
und fi besteht darin, dass die Spur-Schétzer das Kriterium der Dimensionsstabilitét
nicht erfiillen und daher mit steigender Dimension immer konservativere Testergebnisse
liefern. Dieser Sachverhalt wurde exemplarisch in den Tabellen dargestellt.

Auch wenn die Huynh-Feldt-Prozedur das Niveau im Falle identischer Kovarianzmatri-
zen gut einhélt, wurde die Dimensionsstabilitdt der Schéitzer bisher nicht gezeigt und

die Erweiterung auf ungleiche Kovarianzmatrizen ist bisher ebenfalls nicht erfolgt.

5.3 Niveausimulationen

Fiir die Niveausimulationen werden Datensétze unter der Globalhypothese Hy : Ty = 0
erzeugt. Anhand dieser Realisierungsvektoren wird fiir ng, = 10.000 Simulationen
iiberpriift, wie gut der Fehler 1. Art von der Testprozedur approximiert wird. Dazu
wéhlt man ein festes a-Level und vergleicht fiir die n;,, Datenvektoren die Teststatistik
mit dem zugehorigen (1 —«)-Quantil der approximativen F-Verteilung der Priifgrofie.
In diesem Kapitel wird ausschliefllich die Hypothese der Wechselwirkung iiberpriift, da
die Freiheitsgrade, die aus den Daten geschétzt werden miissen, am grofiten sind und

Unterschiede daher am stérksten aufgezeigt werden.

Der Schitzer p aus Anzahl der verworfen Hypothesen dividiert durch ng, dient als
Schétzer fiir den Fehler 1. Art (a-Fehler). Die folgenden Grafiken beschrénken sich auf
das a = 5% Niveau. Erginzend ist in den Simulationsgrafiken ein 99%-Zufallsstreifen
eingetragen, der den Bereich markiert, in dem sich der so ermittelte Schatzer p mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99% aufhalten sollte. Die Riander des Zufallsstreifens lauten

ZF =[0,04438; 0, 05561].

Fiir die Niveausimulationen werden verschiedene Parameterkonstellationen vorgestellt.
Wie in Kapitel gezeigt wurde, gelangt man bei zwei Behandlungsgruppen zu der

Approximation von Becker!

Ausgehend von dem Zwei-Stichproben-Layout wird gezeigt, wie sich die vorgestellten

Teststatistiken fiir wachsende Dimensionen verhalten. Als Kovarianzstrukturen werden
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die Compound Symmetry und eine autoregressive Struktur erzeugt. Es werden insgesamt
Ngim = 10.000 unabhingige, normalverteilte Datensétze fiir jede Parameterkonstellation

erzeugt.

5.3.1 Zwei-Stichprobenfall

Im Falle von zwei Gruppen sieht man bei den Simulation des Fehlers 1. Art fiir ei-
ne Compound Symmetry Struktur mit gleichen Varianzen und Stichprobenumfingen,
dass die neue Teststatistik das 5%-Niveau ab einer Stichprobenanzahl von n; = 10 Ver-
suchsobjekten je Gruppe sehr gut einhélt und fiir alle simulierten Dimensionen keine
konservative oder liberale Tendenz zeigt (vgl. dazu Abbildung . Die Verzerrung des
Box’schen Epsilon offenbart sich in der Geisser-Greenhouse-Teststatistik, die mit stei-
gender Dimension immer konservativere Ergebnisse liefert. Dieser Effekt bleibt auch bei
groferen Stichprobenumfangen bestehen. Die Huynh-Feldt-Statistik hat weist fiir kleine
Stichproben einen liberalen Trend auf, der bei grofler gewéhltem N verschwindet. Die

Anova liefert im Falle gleicher Varianzen bei einer CS-Struktur ordentliche Simulations-

ergebnisse.
2 Gruppen CS n;=n,=10, 0,2=6,2=2 2 Gruppen CS n;=n,=30, 0,%=0,?=2

0,12 012
-~ HF —-6- HF

0,10 & MH 0,10 &= Mb
—— ANOVA —— ANOVA
- GG - GG

0,08 0,08

0,06

0,04

o0 \\A\A\

0,00 —
5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 3: CS-Struktur mit ny = ny = 10 (links) bzw. n; = ny = 30 (rechts) Ver-
suchsobjekten und gleichen Varianzen o3 = 03 = 2.

Fiir ungleiche Varianzen in den Behandlungsgruppen wie in Abbildungen {] sieht man,
dass die neue Teststatistik das Niveau weiterhin einhélt, wihrend alle anderen Testver-
fahren entweder extrem liberal oder konservativ werden, abhéingig davon, ob die gréfere
Varianz in der Gruppe mit mehr oder weniger Versuchsobjekten zu finden ist. Dieses

Verhalten wurde bereits fiir den t-Test als Auswertungsinstrument zweier Behandlungs-
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5.3 Niveausimulationen

gruppen mit ungleichen Varianzen von Fisher beobachtet (vgl. [9]). Im Falle balancierter
Designs ist die Abweichung der anderen Verfahren vom vorgegebenen Niveau deutlich

geringer, die Verzerrung der Geisser-Greenhouse-Statistik bleibt fiir wachsendes d beste-

hen.
2 Gruppen CS n,=15, n,=30, 0,%=2, 6,%=4 2 Gruppen CS n,=30, n,=15, 6,%=2, 6,%=4

0,12 0,12
-6~ HF - HF

0,10 - MH 0,10 == MH

' —— ANOVA ' —— ANOVA

—— GG —— GG

0,08 0,08

0,06 0,06

0,04 0,04

0,02 0,02

000 ™ e—a o o o o o o o o 0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 4: CS-Struktur mit n; = 15, ny = 30 (links) bzw. n; = 30, ny = 15 (rechts)
Versuchsobjekten und ungleichen Varianzen o3 = 2, o3 = 4.

Im Falle einer autoregressiven Kovarianzstruktur gelangt man zu denselben Aussagen
wie im Falle einer Compound Symmetry, was in den Abbildungen [15] - im Anhang
dargestellt ist. Das neue Verfahren liefert stabile Simulationsergebnisse und liegt fast
immer im 99%-Zufallsstreifen. Die vergleichenden Verfahren liefern, insbesondere im
Fall ungleicher Varianzen, stark abweichende Ergebnisse und halten das Niveau nicht

ein.
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5 Simulationen

5.3.2 Mehr-Stichprobenfall

Die Besonderheit des vorgestellten Testverfahrens stellt die universelle Anwendbarkeit,
im Rahmen der getroffenen Voraussetzungen, dar. Fiir mehr als zwei Behandlungsgrup-

pen sind einige Simulationsergebnisse im Folgenden aufgefiihrt.

Im Falle einer Compound Symmetry-Struktur mit gleichen Kovarianzmatrizen sieht
man, dass die neue Teststatistik Fyy das Niveau fiir a = 3 Gruppen weiterhin gut
einhélt (vgl. Abbildung[5)). Die Verzerrung der Geisser-Greenhouse-Statistik zeigt bleibt
bestehen, die Anova verhélt sich nur leicht konservativ, stabilisiert sich allerdings fiir
steigendes N. Die Hyunh-Feldt-Korrektur hélt das Niveau fiir n, = 30 ebenfalls ein.

3 Gruppen CS n;=n,=n3=10, 0,2=6,%=652=2 3 Gruppen CS n;=n,=n3=30, 0,2=6,%=652=2
0,12 0,12
- HF - HF
0,10 - MH 0,10 - MH
—— ANOVA —— ANOVA
—-— GG —— GG
0,08 0,08

0,06
0,04 i

0,02

0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 5: CS-Struktur mit n; = ny = ng = 10 (links) bzw. n; = ny = ng = 30

(rechts) Versuchsobjekten und gleichen Varianzen 0% = o3 = 02 = 2.

Lockert man die Annahmen und simuliert Daten mit ungleichen Varianzen, sieht man,
dass die Teststatistik Fypy das Niveau weiterhin gut einhélt (vgl. Abbildung @ In den
Extremfillen ungleicher Varianzen und Stichprobenumfinge lassen sich Szenarien her-
beifiithren, in denen auch die neue Teststatistik leicht liberal, bzw. konservativ wird
(vgl. Abbildung @, allerdings ist dieses Niveau, aufgrund der Dimensionsstabilitdt der
Schétzer, nicht von der Dimension d abhingig. Die Richtung ist davon abhéngig, ob die
groBere Varianz in der Gruppe mit mehr (konservativ) oder weniger (liberal) Versuchs-

objekten vorliegt.
Erhoht man weiter die Anzahl der Gruppen, gelangt man zu dem gerade beschriebenen

Verhalten der Teststatistik. Fiir a = 4 Gruppen und ungleiche Varianzen sind die Simu-

lationsergebnisse fiir eine Compound Symmetry Struktur in Abbildung [8| dargestellt.
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3 Gruppen CS n;=n,=ns=15, 0,2=2, 6,2=4, 632=

0,12

- HF
0,10 - MH
—— ANOVA

0,08
0,06} A
0,04

0,02

0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 6: CS-Struktur mit n; = ny = n3 = 15 Versuchsobjekten und ungleichen

Varianzen 0% = 02 = 2, 03 = 4.

3 Gruppen CS n;=30, n,=15, n3=30, 0,%=2, 6,°=4, 65°=2 3 Gruppen CS n;=15, n,=30, n3=15, 0,2=2, 6,°=4, 65°=

0,12 0,12
- HF - HF

0,10 = MH 0,10 == MH

' —— ANOVA ' —— ANOVA

—— GG —— GG

0,08 0,08

0,06 0,06

0,04 1 0,04

0,02 0,02

0,00 000 —6—0—o o o o o o o o

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 7: CS-Struktur mit ny = n3 = 30, ny = 15 (links) bzw. ny = n3 = 15, ny = 30
(rechts) Versuchsobjekten und ungleichen Varianzen o? = o3 = 2, 03 = 4.

4 Gruppen CS n;=10,n,=15,n3=20,n,=30, 4 Gruppen CS n;=30,n,=20,n3=15,n,=10,
0,%=2, 6,=3, 64°=4,6,=5 0,%=2, 6,%=3, 64°=4,6,°=5

0,12 0,12
-o- HF -o- HF
- MH - MH

0.10 —— ANOVA 0.10 —— ANOVA
—+— GG —-— GG

0,08

0,06

0,04

0,02 0,02

0,00} —eo—a—o—o—6—6—a—o—06—=0 0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 8: CS-Struktur mit ny = 10, ny = 15, n3 = 20, ny = 30 (links) bzw. n; = 30,
ny = 20, ng = 15, ny = 10 (rechts) Versuchsobjekten und ungleichen
Varianzen 0% = 2, 05 = 3, 02 = 4, 03 = 5.
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5.4 Powersimulationen

Die Power eines Tests gibt Aufschluss dariiber, wie schnell Alternativen aufgedeckt wer-

den. In diesem Kapitel werden zwei Moglichkeiten von Alternativen betrachtet.

1. Ein aufsteigender Trend in den Versuchswiederholungen einer Behandlungsgruppe,

sog. Trend-Alternative,

2. eine Verschiebung in einer der d Messwiederholungen in einer Behandlungsgruppe,

sog. Punkt-Alternative.

Um die Power zu iiberpriifen, werden ng;,, = 10.000 zufillige Datenséatze mit einer Ver-
schiebung p, = 0 (é, o 1)/ bzw. u, = 6 (1,0,...,0)" in der ersten Behandlungsgruppe
und g, = 0 sonst erzeugt. Analog zu den Niveausimulationen wird als Globalhypothese
die Wechselwirkung von Behandlung und Zeit untersucht, die Kovarianzmatrizen sind in

diesen Simulationen identisch und vom Typ einer Compound Symmetry, AR(0,2) oder
AR(0,9).

In dem vorangehenden Kapitel wurde gezeigt, dass die Teststatistik das Niveau im Fall
0 = 0 gut einhélt. Verdndert man nun den Erwartungsvektor p; durch ein immer grofer
werdendes ¢, sollte die Teststatistik immer héufiger verworfen werden. Die relative An-
zahl der verworfenen Hypothesen je Verschiebung ¢ wird in einer Simulationsgrafik auf-
getragen und gibt Aufschluss dariiber, wie schnell die so erzeugte Alternative sicher
aufgedeckt wird (rel. Haufigkeit der verworfenen Hypothesen gleich 1). Die Power eines

Testverfahrens ist dabei umso hoher, je schneller eine solche Alternative aufgedeckt wird.

5.4.1 Trend-Alternativen

Die grafische Aufbereitung der Simulationsergebnisse unterscheidet sich etwas von den
Niveausimulationen. Fiir a = 2 Behandlungsgruppen wird die Power fiir die Dimensio-
nen d=>5, 20 und 50 in einer Grafik aufgetragen. Fiir eine Compound Symmetry Struktur
erkennt man in Abbildung [0 dass die Trend-Alternativen mit steigender Dimension d
immer schneller aufgedeckt werden.

Um den Einfluss einer steigenden Anzahl an Behandlungsgruppen zu untersuchen, sind
in Abbildung [9] auerdem die Trend-Alternativen fiir d=5 und eine steigende Anzahl an
Gruppen im Falle einer Compound Symmetry-Struktur aufgetragen. Die Abbildung legt

den Schluss nahe, dass sich die Power fiir eine steigende Anzahl an Behandlungsgruppen
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nicht veréndert. Die entsprechenden Grafiken fiir AR(0,2)- und AR(0,9)-Strukturen sind
in den Abbildungen dargestellt und liefern dieselben Aussagen.

Trend-Power bei CS Trend-Power fiir AR(0,2) mit
n=10,sig"2=2 fur wachsendes d n=10, sig"2=2 fiir eine steigende Anzahl an Gruppen
1,0 1,0
0,8 0,8
0,6 0,6
04 -~ MH d5 04 —e— 2 Gruppen
-5 MH d20 -8~ 3 Gruppen
0,2 —— MH d50 0.2 —6= 4 Gruppen
00~ 00—~
00 02 06 1 14 18 22 26 3 34 38 00 02 06 1 14 18 22 26 3 34 38
Verschiebung Verschiebung

Abbildung 9: CS-Struktur: Trend-Alternativen fiir steigende Dimensionen (links) bzw.
steigende Anzahl an Gruppen bei d = 5 Dimensionen.

Trend-Power bei AR(0,2) Trend-Power fiir AR(0,2) mit
n=10,sig"2=2 fir wachsendes d n=10, sig"2=2 fiir eine steigende Anzahl an Gruppen
1,0 1,0
0,8 0,8
0,6 0,6
0.4 - MH d5 0.4 —6— 2 Gruppen
-8 MH d20 —&- 3 Gruppen
0,2 —— MH d50 0,2 —o= 4 Gruppen
0,0 — 0,0 :
00 02 06 1 14 18 22 26 3 34 38 00 02 06 1 14 18 22 26 3 34 38
Verschiebung Verschiebung

Abbildung 10: AR(0,2)-Struktur: Trend-Alternativen fiir steigende Dimensionen (links)
bzw. steigende Anzahl an Gruppen bei d = 5 Dimensionen.

Trend-Power bei AR(0,9) Trend-Power fur AR(0,9) mit
n=10,sig"2=2 fir wachsendes d n=10, sig"2=2 fiir eine steigende Anzahl an Gruppen
1,0 o—o—o—f—g——a—8-18 1,0
0,8 0.8
0,6 0,6
04 -~ MH d5 0.4 —e— 2 Gruppen
-5 MH d20 —=- 3 Gruppen
02 —— MH d50 0,2 —o— 4 Gruppen
0,0 00—
00 02 06 1 14 18 22 26 3 34 38 00 02 06 1 14 18 22 26 3 34 38
Verschiebung Verschiebung

Abbildung 11: AR(0,9)-Struktur: Trend-Alternativen fiir steigende Dimensionen (links)
bzw. steigende Anzahl an Gruppen bei d = 5 Dimensionen.
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5.4.2 Ein-Punkt-Alternativen

Im Fall von Ein-Punkt-Alternativen dreht sich die Wirkung der Dimensionen auf die
Power um. Mit steigender Anzahl an Messwiederholungen d sinkt die Power des Test-
verfahrens, was sich damit erkléren ldasst, dass es mit wachsendem d immer schwieriger
wird, die Alternative aufzudecken. Denn je grofler d, umso geringer ist der Einfluss der
Verschiebung ¢ auf die Teststatistik und damit das Testergebnis. Die Simulationsergeb-
nisse sind den den Grafiken [I2] - [I4] dargestellt.

Der Anstieg an Behandlungsgruppen hat keinen spiirbaren Einfluss auf die Power. Es
ist zu bemerken, dass die Struktur der Kovarianzmatrix einen starken Einfluss auf die

Power ausiibt.

Punkt-Power bei CS Punkt-Power fiir CS mit
n=10, sig"2=2 fiur wachsendes d n=10, sig"2=2 fir eine steigende Anzahl an Gruppen
1,0 poasaaaaaaaas 1,0
0,8 0,8
0,6 0,6
0,4
’ —6- MH d5 0,4
—5 MH d20 —e— 4 Gruppen
0,2 —o MH d50 —&- 2 Gruppen
0,2 —o— 3 Gruppen
0,0 = " - Al
0 0,75 15 2,25 3 3,75 4,5 0,0 —
0,375 1,125 1,875 2,625 3,375 4,125 4,875 0 02040608 1 12141618 2 222426
Verschiebung Verschiebung

Abbildung 12: CS-Struktur: Ein-Punkt-Alternativen mit n; = 10 Versuchsobjekten fiir
steigende Dimensionen (links) bzw. steigende Anzahl an Gruppen bei
d = 5 Dimensionen.

Punkt-Power bei AR(0,2) Punkt-Power fur AR(0,2) mit
n=10, sig"2=2 fiir wachsendes d n=10, sig"2=2 flr eine steigende Anzahl an Gruppen
1,0 alatoielolaloieraiale 1,0
0,8 0,8
0,6 0,6
04 0,4
—-- MH d5 ! —e— 4 Gruppen
0,2 —=- MH d20 —&- 2 Gruppen
—— MH d50 0,2 —— 3 Gruppen
0,0 — o
0 075 15 2,25 3 375 45 0,0
0,375 1,125 1875 2,625 3,375 4,125 4,875 0 02040608 1 12141618 2 222426
Verschiebung Verschiebung

Abbildung 13: AR(0,2)-Struktur: Ein-Punkt-Alternativen mit n; = 10 Versuchsobjekten
fiir steigende Dimensionen (links) bzw. steigende Anzahl an Gruppen bei
d = 5 Dimensionen.
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Punkt-Power bei AR(0,9) Punkt-Power fir AR(0,9) mit
n=10, sig"2=2 fur wachsendes d n=10, sig"2=2 fiir eine steigende Anzahl an Gruppen
1,0 00000666668 S8eS8888a8aag0MeaE 1,0 S-o-0-85555886666
Z A PV ol er

0,8 0,8
0,6 0,6
04 0,4

—- MH d5 ’ —6— 4 Gruppen

0,2 —&- MH d20 —&- 2 Gruppen

i 0o —6= MH d50 0,2 —— 3 Gruppen

00— e
0 0,75 15 2,25 3 3,75 45 0,0
0,375 1,125 1875 2,625 3,375 4,125 4,875 0 02040608 1 12141618 2 222426
Verschiebung Verschiebung

Abbildung 14: AR(0,9)-Struktur: Ein-Punkt-Alternativen mit n; = 10 Versuchsobjekten
fiir steigende Dimensionen (links) bzw. steigende Anzahl an Gruppen bei
d = 5 Dimensionen.

5.5 Beispiel: Gewichtsentwicklung bei Wistar-Ratten 1l

Alle zuvor beschrieben Testverfahren wurden verwendet, um das in Kapitel vor-
gestellte Beispiel auszuwerten. Die grafische Analyse deutete auf Unterschiede sowohl
zwischen den Gruppen, den Zeitpunkten und eine Wechselwirkung hin. Die aus den
Teststatistiken resultierenden p-Werte sind in der Tabelle [6] dargestellt. Da die Schétzer
keine ganzzahligen Werte fiir die Freiheitsgrade liefern, sind die aufgelisteten Werte zur

néchsten natiirlichen Zahl auf- bzw. abgerundet.

Tabelle 6: Auswertung des Beispieldatensatzes mit den Testverfahren Anova, Geisser-
Greenhouse, Huynh-Feldt und dem neuen Testverfahren.

Effekt Verfahren Priifgrole Freiheitsgrade p-Wert
Gruppe Anova 7978 2 1012 < 0.001
GG 7978 1 48 0.037
HF 7978 1 48 0.037
Neu 10.589 1 37 0.002
Zeit Anova 215.109 21 42 < 0.001
GG 215.109 3 124 < 0.001
HF 215.109 3 132 < 0.001
Neu 274.691 1 127 < 0.001
Gruppe*Zeit  Anova 6.809 42 1012 < 0.001
GG 6.809 5 124 < 0.001
HF 6.809 5 132 < 0.001
Neu 8.694 1 127 0.003
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5 Simulationen

Als erste Beobachtung ist festzuhalten, dass mit jeder Teststatistik alle Globalhypothe-
sen verworfen werden. Die Priifgrofien der Teststatistik Fyg sind etwas grofer, als die der
anderen drei Verfahren, was darauf zuriickzufiihren ist, dass der Nenner der Teststatistik
Fyi die Spur der Kovarianzmatrix je Behandlungsgruppe schétzt und der Gesamtaus-

druck insgesamt kleiner wird.

Eine weitere Aufschliisselung und Untersuchung der Daten mittels Paarvergleichen kénnte
mit den aus der Varianzanalyse bekannten Adjustierungsverfahren nach Bonferroni,

Scheffe oder Holm erfolgen, wird an dieser Stelle aber nicht betrachtet.

Das Ergebnis fiir den Anwender lautet, dass es signifikante Differenzen sowohl zwi-
schen den Dosisstufen, den Zeitpunkten, als auch den Zeitprofilen der Dosisstufen gibt.
Die Testsubstanz iibt einen erheblichen Einfluss auf die Kérpergewichtsentwicklung der

Wistar-Ratten aus.
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6 Zusammenfassung und Diskussion

In dieser Arbeit wurde ein approximatives Testverfahren vorgestellt, mit dem unbalan-
cierte, hochdimensionale Split-Plot-Designs normalverteilter Daten fiir mehr als zwei
Behandlungsgruppen mit ungleichen Kovarianzmatrizen ausgewertet werden kénnen.

Das Testverfahren ist eine Verallgemeinerung der Arbeiten von Werner| und Becker
([2,23]). Der Ansatz zum Schétzen der Freiheitsgrade zeichnet sich dadurch aus, dass die
Konsistenz der Schéitzer unabhéngig von der Anzahl der Messwiederholungen ist, was

fiir andere Verfahren, die striktere Voraussetzungen fordern, bisher nicht gezeigt wurde.

In den Simulationsstudien konnte gezeigt werden, dass das Niveau fiir die vorgestellten
Parameterkonstellationen, insbesondere im Falle sehr grofier Dimensionen, gut eingehal-
ten wird, wobei in dieser Arbeit nur das Niveau a = 5% dargestellt ist. Fiir andere
a-Level erhélt man sehr dhnliche Resultate. Fiir stark unbalancierte Designs mit un-
gleichen Kovarianzmatrizen weist die Teststatistik je nach Konstellation der Parameter
eine konservative oder liberale Tendenz auf, dennoch wird dieses Niveau konstant iiber
wachsende Messwiederholungen aufrecht erhalten. Im Gegensatz dazu fallen die zum
Vergleich herangezogenen Testverfahren in sich zusammen und liefern insbesondere im
Fall grofler Dimensionen sehr schlechte Simulationsergebnisse.

Fiir die Power wurden zwei Alternativen betrachtet, die unter der Wechselwirkungshy-
pothese untersucht wurden. Liegt ein Trend iiber alle Messwiederholungen einer Behand-
lungsgruppe vor, wird dieser mit steigenden Messwiederholungen besser aufgedeckt. Ist
die Alternative in einer Messwiederholung ”versteckt”, wird diese Alternative mit stei-

gender Anzahl an Zeitpunkten immer schlechter entdeckt.

Eine interessante Erweiterung wiirde sich bei der Beriicksichtigung unvollstédndiger Da-
tensdtze in Bezug auf die Messwiederholungen ergeben. Des Weiteren ist eine Verall-
gemeinerung auf nichtparametrische Rangstatistiken denkbar, wobei die Abhéngigkeits-
struktur sinnvoll mittels Rangvergabe {ibersetzt werden muss.

Die Konstruktion von Konfidenzintervallen ist ebenfalls ein Aspekt, der in diesem Zu-
sammenhang ausgearbeitet werden konnte. Die Annahme normalverteilter Daten stellt
immer noch eine ziemlich restriktive Annahme dar. Die Ubertragung der Ergebnisse auf
eine breitere Klasse von Verteilungen wie in der Arbeit von [Helms erscheint als erster

Schritt in die Richtung nichtparametrischer Verfahren sinnvoll (vgl. [12]).
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7 Anhang

7.1 Beweise

Korollar 7.1.1. Es gilt:

E(Q)" =48Sp [(AX)"] +32Sp [(AX)*] Sp[AZ] + 12Sp* [(AD))?
+12Sp [(AX)?] Sp* [AX] + Sp* [AX].

Beweis. Unter Benutzung der Formel fiir Momente von quadratischen Formen erhélt

man

Fir g = 0 gilt zusammen mit

9" =sp[Ax],
g =28p [(A%)?],
g =85p [(A%)?],
g® =48Sp [(AZ)*],
E (Q') =48Sp [(AX)*] +32Sp [(AX)?] Sp [AX] + 12Sp® [(AX)?]
+12Sp [(AX)?] Sp* [AX] + Sp* [AX].



7 Anhang

Lemma 7.1.2 (Spurzerlegung). Sei T = (Tyw ® Tg) ein Projektor mit Ty € R**%,
Ts € R™ und V. = @7, E;/n; mit B; € R4 =1,...
(1,7)-ten Eintrag der Matriz Ty und nq, ...

,Ng € N> 0. Dann gilt

ST
p[TV] 21” p[TsX],
Sp?[TV] = ZZT“ Lov g, [TsX,] Sp [TsXs],
i=1 i'=1 M = Ty
Tz i
im1 k1 i
Beweis.
1
[Ty ® Tg] @n—
([ T 0 0 ... T .
= + : : ® Ts ;Ei
0 Taa Tal 0 =
[ TuTs 0 0 T1Ts 1y,
= ’ + : . :
0 T,.Ts T.Ts ... 0 0
T3, 0 0 LN
— . + : : :
0 Taa g3, TS L 0

und damit gilt fiir die Spur

a

Sp

=1

1
[Tw @ Ts| P —%;

Za Ty
n

i=1 b

Fiir die zweite Gleichung folgt unmittelbar

T T
Sp?[TV] = ZZ > n’;’“s p[TsX;] Sp[TsXy 1

=1 k=1

IT

1

Na

,a. s bezeichne T;; den

a



7.1 Beweise

Die dritte Gleichung lasst sich analog zu Teil 1 durch ausmultiplizieren 16sen:

a

(TV)? = (Ty ® Tg) (@ —3 ) (Tw © Ts) (EB %2)

=1
2
T\, Ts 0 0 T, Ts

~ 1
_ ) ' ) (@ n_izi>
0 TaTs T;,Ts 0 =
~ T 2
%T521 0 0 0 n—leSEj
= 0 0 + :
0 0 LuTyw, LT, 0
2
(Z) TsmiTsmy 0 0
2
0 0 (%) TSEaTSEa
0 L TSE Ty Tsz
+
L AT, Ty E 0
0 ”T 3L TATeY,
+
”T 3L AT g3, 0
Za Y;LMT )P llTszl Z;l ) 77;“T )P = 1)aT 3,
e ijszi—”;ﬁ”lTszl SO S %Tszi%Tsza
Bildet man nun die Spur dieser Matrizen erhélt man das Resultat. O
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Lemma 7.1.3. Der Schitzer Sp [TV] aus ist erwartungstreu fir Sp [TV]. Unter
Bedingung (n) gilt: N - Sp [TV] ist konsistent fu’r N -Sp[TV], in dem Sinne, dass

Var (N-Sp[TV]) — 0.

Beweis. Die Erwartungstreue folgt aus dem Satz von Lancaster:

a

E(Sp[T/V]):E( Li 1 Z;(Pni@)]:d)zz')

— n; nz—l
a T.
= —2 _E(Z (P, ®1,)Z;
—a T Sp[(P, © 1) - (I, ® TgX;Tg)]
- TLZ( 1_1) p a d Mg S~ LS

Z“ Ty
21 1n Y Pn In ]-n . ).
+ — nz(nl _ 1)( 1 ® I’l”L) ( 1 ® z) ( 7 ® I’LZ)

Mit P,,,1,, =0 und Sp[P,,] = (n; — 1), i = 1,...,a vereinfacht sich der Ausdruck zu

Ty
:Z Sp [TsX,] = Sp[TV].
i=1
%) — 0, N — oo gezeigt.

Fiir den Nachweis der Konsistenz wird die Aussage Var (
Zusitzlich wird die Bedingung (4.1)) an die Stichprobenumfinge gestellt. Dann gilt

Var <N -Sp [T/\\Z]> —N2. i (%)QVM (Z. (P,, ® 1) Z;)

=

9 - T ? 2
—NZ2. Z (m) 2Sp [(P,, ® TsX;Ts)]

i=1 N

: Ti Y
N2 (ﬁ) ALy, @ ;) (P, @ TsXiTs) (10, @ py)-

i=1 -
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7.1 Beweise

Der letzte Term verschwindet erneut, da P,,1,, =0,7=1,...,a, also

— “C/N-T;\> 2
Var (N -Sp [TV]) => ( ) Sp [Ts=,Ts%;].

Da die ¥; nach Voraussetzung positiv definit sind, gilt fiir den Ausdruck Sp [TV]
Tii ~ Ty )

Daher gelten fiir die Varianz des Quotienten aus Schétzer und wahrem Parameter zu-

sammen mit der Spurungleichung die folgenden Abschétzungen.

N-Sp[TV]\ <= (Tu\> 2 Spl(TsE)?
Var (N - Sp [TV]) _; (n_z> ni—1  Sp? [TV]
_Zn2 Sp TSE)]NLO)OO

—1 Sp?[Ts%)]
\—,_/

<1

[]

Satz 7.1.4 (Dimensionsstabilitit der Spurschiitzer). Die Schitzer Sp? [TV] und Sp [( V)2
sind unter Giiltigkeit von dimensionsstabil im Sinne der Definition .

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Varianzen der Schétzer, unabhéngig von d, gegen

0 konvergieren, also

( ) iy gleichméfig in d,
————— | — 0 gleichméafig in d.
( [(TV)?]
Bezeichne
o, = (i = 1)(ns = 2)(n; — 3) — (ni — 4)(ns — 5) (s — 6)(ni — 7)
‘ 7’LZ(7’LZ — 1)(711 — 2)(7’LZ — 3) '
W nl(nl — 1)ni/(ni/ — 1)
Man kann direkt erkennen, dass v; "% 0 und Wiy R i,i = 1,...,a. Genauer
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sind v; und w;; monoton fallenden Nullfolgen, fiir n; > 4.

Dann lassen sich die Varianzen der Spurschétzer folgendermaflen nach oben abschétzen

Var (Sp [TV]) — Var(A1) + Var(B1) + 2 Cov(A1, B1) mit

Al = i <Tu)2 . 1 Z A )
i—1 (nz)2 4nz<nz — ].)(TL — 2 b jk,jk Em,éma
- Akl
11“7-;/2/ ng Myl
BL=)Y" - —5 2 2 Al kAl -
ny; nl 4n n 1 / 1
1=1 i/#4 ];ék t2m

Fiir den Term A1l gilt

Var(Al) = i (ﬂ>4 D jphptrm Dt g COV (Aﬁ-k,m Ao A i At o)
n; (4ni(n; — 1)(n: — 2)(n; — 3))? '

i=1

Von den n;(n; — 1)(n; — 2)(n; — 3) Summanden in der i-ten Behandlungsgruppe, ist die
Kovarianz gleich 0, wenn alle Indizes j, k, ¢, m, j', k', ', m’ voneinander verschieden sind.
Es verbleiben n;(n; — 1)(n; — 2)(n; — 3) — (n; — 4)(n; — 5)(n; — 6)(n; — 7) Summanden
ungleich 0, deren Kovarianz identisch ist, also

° T\ . . 4 4
Var(Al) = Z (l> E Cov (A112,12 - A3y 345 At 56 - AZ78,78) :

5 n;
1=

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung E(XY) < E(X?) gelangt man zu der Abschiitzung

- Ez * atz i
Var(A1) <3 (—) EVaur (A% 1y - ALy yy) mz ( ) 4v; Sp? [(Ts34)?] .
=1

n;

Die Spurungleichung liefert schlieflich

Var(Al) < Z ( ”) 4v; Sp* [Ts%;] .

Fiir den zweiten Summanden B1 gilt

s/

Var(Bl) =)

(T%iﬂ’i’ > 2 Z;L;ék ZZ;ém Z 3£k Z?ém’ COV (A;'k,jk ' A%m,éma A;’k’,j’k’ ’ Aé’m’,ﬂ’m’)

it TV
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7.1 Beweise

Analog zu Al verschwinden alle Terme, in denen alle Indizes 7, k, ¢, m, 7', k', ¢',m' von-

einander verschieden sind.

LTy ? Wiy i i/ i i/
Var(B1) = Z <—> Cov <A12,12 - Al 19 Ay za - A34,34) :

iz n;n; 16

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung E(XY') < E(X?), Satz und der Spurunglei-
chung gelangt man zu der Abschéitzung

T T\ 2 win , ,
Var(Bl) < Z (£> — Var <AZ12,12 : AZ1/2,12>

i n;ny 16
:Z<—nn ) 4wy Sp [(Ts%:)?] Sp [(TsXi)?]
i dha

T Ty \°
<> 4wy Sp? [TsXi] Sp? [TsBs] .
i \ N

—

Es gilt dann fiir den gesamten Schétzer Sp* [TV]

ar Sp?[TV]\  Var(A1) , Var(BL) | 2Cov(AL BI)
CA\SPmV]) T STV STV T STV

Die einzelnen Terme lassen sich wie folgt abschétzen

Var(Al) < (Tx\*, Sp*[TsZ]  «
v < ) AR <N Ay,
Sp* [TV] ~ 2 (n) SprTV] 2

i=1 =1

4
da 0 < (%) Spt [TsXi] < Sp*[TV] Vi = 1,...,a.

Fiir den zweiten Ausdruck erhélt man mit derselben Vorgehensweise

T, 2 2 ; 2 i/
Var(B1) _ g~ (TT) SV ESZS L] g~y
Sp” [TV] ~ 4 — \ il Sp” [TV] il
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Zusammen mit der Ungleichung Cov(X,Y) < y/Var(X),/Var(Y) gilt schlieBlich

Sp? [TV] -

<12 - max (i: (R Zw“’) Ni}f 0.

i=1 it

Fiir die Varianz des Spurschétzers fiir Sp [(TV)?] wendet man dieselben Schritte an.
Var <Spm)2]) = Var(A2) + Var(B2) + 2 Cov(A2, B2) mit

- Ty)° 1 ; 5
A2 :Z ni)?  dng(n; — 1)(n; —2)(n; — 3) Z (Aim)

)

i=1 ';ék;zéfyém
/T/ i
B2 — i’ il <A’LZ > )
>y eyl vy SO e ZZ it
i=1 i'#i ]#k l#m

Fiir den Ausdruck A2 gilt

a

7 2 i 2
Var(A2> _ Z <&)4 Zj?ék?é@;ﬁm Zj/?gk‘/;éf/;ém/ Cov ((Ajk,ém) , (Aj’k’,é’m') )
=1 N (4ni(n; — 1)(n; — 2)(n; — 3))? '

=1

Analog zu Al verbleiben nur die Covarianzterme mit mindestens einem gleichen Index

gk, l,m, ' K 0 m!, die alle identisch sind.

T\ v i i
Var(A2) = Z (—) %6 Cov ((A12,34)2> (A56,78)2>

i=

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung E(XY) < E(X?) gelangt man zu der Abschétzung

4
Var(A2) < Z ( ") f—é\/ar <(A§2734)2> .

’L

Satz und die Spurungleichung liefern fiir die Varianz des Spurschétzers

Var ((A§2734)2> —96Sp [(Ts21)"] + 325p? [(Ts%)?]
<128 Sp® [(Ts%;)?] .

VIII



7.1 Beweise

Als obere Grenze fiir die Varianz von A2 erhilt man demnach

4
Var(A2) < Z (T") 8v; Sp? [(TSEi)Q} )

Z

Fiir den Term B2 gilt analog

. 2
Var(B2) —Z (TT)2 o i i St € (<AJ“m> () )

Ez E ’5 Wiy il 2 il 2
-3 ( o > & Cov <<A1’2712> (Ai0) )

£

Ty

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung E(XY) < E(X?) gelangt man zu der Abschétzung

T Tiri \ % wis i\ 2

i

Satz und die Spurungleichung liefern fiir die Varianz des Spurschétzers
N2
Var ((A;;JQ) > < 128Sp? [TsXiTsZy] .
Man erhélt schliellich fiir die Varianz von B2

Var(B2) <) (—) 8wy Sp? [TsXi TsXy] .

iy N T

Insgesamt lésst sich die Varianz des Schétzers Spm)ﬂ wie folgt abschétzen

Var SpI(TV)?]\ _ Var(42) L Var(B2) | 2Cov(A2 B)
Sp [(TV)?] Sp?[((TV)?2] ~ Sp*[(TV)?  Sp*[(TV)?]

Fiir die drei Summanden ergibt sich

A2 T\ Sp?] TSE
e <Y () Sy 8v;,
Sp? [(TV)?] — 2 (n) TSP Z b

=1
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da 0<%, (T) Sp? [(TsXi)?] < SP2[(TV)?Y] Vi = 1,.. ., a.

Fiir den zweiten Term gilt die Abschéatzung

Var(B2) <TT)2 Sp? [TSE TSZ)
< Z 8?1]“ Z 811)11 .

sz [(TV)Q] N il n;ny S 2 i

Als obere Schranke fiir den Quotienten erhélt man daher

SpITV)) _ <
ar | ————— | <) 8u;+ Y Swiy +2 8u; Bw;y
<Sp vy ) ST 2.5 /2

<24 - max <i (R Zw“’> Nogo 0.

=1 it
Da die Ausdriicke v;, w;; unabhéngig von d sind und gegen 0 konvergieren i,7' = 1,..., a,
ist damit die Dimensionsstabilitit der Schétzer gezeigt. O

—_—

Korollar 7.1.5. Der Schdtzer Sp [(TV)?] ist dimensionsstabil.

Beweis. Der Beweis lasst sich mit der Vorgehensweise aus Satz fithren. Die Erwar-
tungstreue folgt mit dem Satz von Lancaster und lésst sich leicht mit den Ergebnissen

aus Korollar leicht nachvollziehen. Die Abschétzung der Varianz folgt aus den
Sp[(TV)?]

a Ty 2
=1\ n; n;—1

folgenden Uberlegungen. Es bezeichne Al = . Dann gilt

(Ts%:)?]

N “ N2 1 S ishttrm (Argim)”
Var (A1) = Var Z(—) IZh7pm
e PO e e S e

oy s Sp? [(Ts%,)?]
< ; (n) (n; — 1) (2?21 <%§2 —LSp [(Tszi)2]>2.

Dabei ist v; derselbe Term, der im Beweis zu Satz verwendet wurde, also

ni;(n; — 1)(n; —2)(n; —3) — (n; —4)(n; — 5)(n; —6)(n; — 7)
ni(n; — 1)(n; — 2)(n; — 3) ’

V; =



7.1 Beweise

Aufgrund der Annahme, dass X; positiv definit gilt

o< () TR (55(B)  Lysolws) et

i=1

und man gelangt schliefllich zu der Abschétzung

Var (/ﬁ) <Y 8u 0.
=1

Satz 7.1.6 (Eigenschaften der Freiheitsgradschétzer). Die Freiheitsgradschdtzer f und

fo sind approximativ dimensionsstabil.

Bewers. Fiir die Erwartungswerte und Varianzen der Freiheitsgradschétzer soll eine Tay-
lorentwicklung als Approximation benutzt werden (vgl. [21I], S. 175). Fiir den Erwar-
tungswert und die Varianz eines Quotienten von Zufallsvariablen X und Y gilt demnach

approximativ

X\ _EX) Var(Y)  Cov(X,Y)
E(?) ~EY) (1 () E<X>E<Y>)’

X\ _EYX) (Var(X)  Var(Y) _ Cov(X;Y)
Var (?) ~ By (E‘Z(X) TEY) 2E<X>E<Y>)‘

Fiir den Erwartungswert des Schétzers fgﬂt approximativ:

Var <Spm)2]> Cov (SﬁT\V], Spfﬁ)ﬂ)
S’ [(TV)?Y]  Sp’[TV]-Sp[(TV)?]

E(f) ~f |1+

Dass die Verzerrung des Schétzers mit wachsendem N verschwindet, sicht man anhand

der folgenden Abschitzungen. Verwendet man die Ergebnisse aus Satz [£.3.5] erhélt man

Var <Spm)2]>

< 24 max Vi, Wi BOO
Sp* [(TV)] (Z 2 )

i=1 it

XI
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sowie

Cov (spT[T\V], SpI(TV)?)) < J Var (s?[ﬁ/]) J Var (Sp[(TV)?))
Sp*[TV]-Sp[(TV)Y]  — Sp*[TV] Sp® [(TV)?]

< 24 max (i v;, Zw”’> Niio 0.

i=1 it
Die Varianz des Schétzers flétsst sich durch den folgenden Ausdruck approximieren

N v <SpT[T\V]> Var (Sp[(TV)Z])  Cov <S])T[T\V],Spﬁ92]>
Var (F) ~* | —gome * SV SIS VA

Fiir die 3 Terme gilt

Var (SpT[?V])

- N—o0
<12 i i | — 0,
STV S max < g v E w )

i=1 it

Var (Sp[(/TT/')QD a N
Sp2 TV < 24 max <Z (R Zw”’> — 0,

i=1 it

a

e (7T T
SPTVISpTV)y o <Z“i’2ww> =50,

i=1 i

Damit ist gezeigt, dass der Schitzer des erste Freiheitsgrades fzumindest approximativ
das Kriterium der Dimensionsstabilitét erfiillt. Fiir den zweiten Schétzer ]?0 erfolgen die

Rechenschritte analog. O
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7.2 Niveau-Grafiken

7.2 Niveau-Grafiken

7.2.1 Zwei-Stichprobenfall: Homoskedastische AR-Modelle

2 Gruppen AR(0,2) ny=n,=10, 0,2=6,%= 2 Gruppen AR(0,2) ny=n,=30, 0,2=6,%=
0,12 0,12
- HF - HF
0,10 —= MH 0,10 = MH
—— ANOVA —— ANOVA
—+— GG —+— GG

0,08

0,06

0,04

0,02

0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 15: AR(0.2)-Struktur mit n; = ny = 10 (links) bzw. ny = ny = 30 (rechts)
Versuchsobjekten und gleichen Varianzen o} = o3 = 2.

2 Gruppen AR(0,6) n;=n,=10, 0,?=6,°=2 2 Gruppen AR(0,6) n;=n,=30, 0,?=6,°=2
0,12 0,12
0,10 0,10
0,08 0,08
0,06 0,06
0,04 0,04
0,02 0,02
0,00 0,00
5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 16: AR(0.6)-Struktur mit n; = ny = 10 (links) bzw. n; = ny = 30 (rechts)

Versuchsobjekten und gleichen Varianzen o} = o3 = 2.

2 Gruppen AR(0,9) n;=n,=10, 0,2=6,2=2 2 Gruppen AR(0,9) n;=n,=30, 0,?=6,2=2
0,12 0,12
- HF -~ HF
0,10 -5 MH 0,10 -= MH
—— ANOVA —— ANOVA
- GG - GG
0,08 0,08

0,06}

0,04

0,02 M 0,02

0,00 0,00
5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 17: AR(0.9)-Struktur mit n; = ny = 10 (links) bzw. n; = ny = 30 (rechts)
Versuchsobjekten und gleichen Varianzen o} = o3 = 2.
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7.2.2 Zwei-Stichprobenfall: Heteroskedastische AR-Modelle

2 Gruppen AR(0,2) n,=15, n,=30, 0,%=2, 6,%=4

0,12 0,12
- HF - HF
0,10 5= MH 0,10 -8~ MH
—— ANOVA —— ANOVA
—— GG —— GG
0,08 0,08

0,04 0,04
0,02 0,02
0,00 F=—e—a o o o o o o o o 0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 18: AR(0.2)-Struktur mit n; = 15, ny = 30 (links) bzw. ny = 30, ny = 15

2 Gruppen AR(0,2) n,=30, n,=15, 0,%=2, 6,%=4

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(rechts) Versuchsobjekten und ungleichen Varianzen o3 = 2, o3 = 4.

2 Gruppen AR(0,6) n,=15, n,=30, 0,%=2, 6,%=4

0,12 0,12
-~ HF -- HF

0,10 ~&- MH 0,10 -5 MH
—— ANOVA —— ANOVA
—— GG —— GG

0,08 0,08

0,06

0,04}

0,02 0,02

0,00 %- s——o——o—0—0 0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 19: AR(0.6)-Struktur mit n; = 15, ny = 30 (links) bzw. n; = 30, ny = 15

2 Gruppen AR(0,6) n,=30, n,=15, 0,%=2, 6,%=4

10 20 30 40

70 80 90 100

(rechts) Versuchsobjekten und ungleichen Varianzen o = 2, 03 = 4.

2 Gruppen AR(0,9) n;=15, n,=30, 0,%=2, 6,%=4

0,12 0,12
- HF - HF
0,10 —&- MH 0,10 -= MH
—— ANOVA —— ANOVA
—+— GG —+— GG
0,08 0,08

0,06}
0,04

0,02

0,00 —6- 2

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0,00

2 Gruppen AR(0,9) n;=30, n,=15, 0,%=2, 6,%=4

20 30 40 50 60

70 80 90 100

Abbildung 20: AR(0.9)-Struktur mit n; = 15, ny = 30 (links) bzw. n; = 30, ny = 15
(rechts) Versuchsobjekten und ungleichen Varianzen o} = 2, o3 = 4.
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7.2 Niveau-Grafiken

7.2.3 Mehr-Stichprobenfall: Homoskedastische AR-Modelle

3 Gruppen AR(0,2) n;=n,=n;=10, 0,%=6,2=0642=2 3 Gruppen AR(0,2) n;=n,=n3=30, 0,%=6,2=042=2
0,12 0,12
- HF -~ HF
0,10 —&- MH 0,10 -5 MH
—— ANOVA —— ANOVA
—+— GG —+— GG
0,08 0,08

0,06

0,04

0,02

0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 21: AR(0,2)-Struktur mit ny = ny = n3 = 10 (links) bzw. n; = ny = nz = 30

(rechts) Versuchsobjekten und gleichen Varianzen 0% = 02 = o3 = 2.

3 Gruppen AR(0,6) ny=n,=n;=10, 0,2=6,?=652=2 3 Gruppen AR(0,6) ny=n,=n;=30, 0,2=6,?=652=2

0,12 0,12
o HF

0,10 0,10 = MH
—— ANOVA
—— GG

0,08 0,08

0,06 B

0,04

0,02

0,00 0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 22: AR(0,6)-Struktur mit ny = ny = ng = 10 (links) bzw. n; = ny = nz = 30

(rechts) Versuchsobjekten und gleichen Varianzen o} = o3 = 03 = 2.

3 Gruppen AR(0,9) N;=n,=n;=10, 0,%=6,2=64%= 3 Gruppen AR(0,9) n;=n,=n;=30, 0,%=6,2=64%=
0,12 0,12
-e- HF - HF
0,10 —&- MH 0,10 -5 MH
—— ANOVA —— ANOVA
- GG s - GG
0,08 0,08

0,06

0,04 04t
000 A\A\A\A/A_A\A\A\_A\A\A 0,02
0,00 0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 23: AR(0,9)-Struktur mit ny = ny = n3 = 10 (links) bzw. ny = ngy = n3 = 30

(rechts) Versuchsobjekten und gleichen Varianzen 0% = 03 = 03 = 2.
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7.2.4 Mehr-Stichprobenfall: Heterskedastisches AR(0,2)-Modell

Niveauvergleiche

3 Gruppen AR(0,2)
sigmal~2=2, sigma2"2=4, sigma3"2=2 n1=15, n2=15, n3=15
0,12
0,10

0,08
0,06 A
0,04

0,02

0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 24: AR(0,2)-Struktur mit n; = ny = nz = 15 Versuchsobjekten und unglei-
chen Varianzen 0% = 03 = 2, 03 = 4.

3 Gruppen AR(0,2) n;=30, n,=15, n3=30, 0,%=2, 6,2=4, 652=2 3 Gruppen AR(0,2) n;=15, n,=30, ng=15, 0,%=2, 6,2=4, 65?=2
0,12 0,12
-~ HF -~ HF
0.10 = MH 010 = MH
’ —— ANOVA ’ —— ANOVA
—— GG —2— GG
0,08
0,06
0,04
0,02 0,02
0,00 000l 6—e—eo o o o o o o o o
5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 25: AR(0,2)-Struktur mit n; = n3 = 30, ny = 15 (links) bzw. n; = ng = 15,

ngy = 30 (rechts) Versuchsobjekten und ungleichen Varianzen o} = 02 =
2 __
2,05 =4.
4 Gruppen AR(0,2) n;=10,n,=15,n3=20,n,=30, 4 Gruppen AR(0,2) n;=30,n,=20,n3=15,n,=10,
0,22, 0,%=3, 6:2=4,0= 0,22, 0,%=3, 6:2=4,0=
0,12 0,12
= HF - HF
—=- MH —=- MH
0,10 —— ANOVA 0.10 —— ANOVA
0,08 0,08
I S A — R .S
0,04 B\E\E/E\B___E/B\E_B/g——-a [
0,02 0,02
0,00 &=—8—a—o6—o6—6—06—6—06—06—=~0 0,00
5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 26: AR(0,2)-Struktur mit n; = 10, ny = 15, ng = 20, ny = 30 (links) bzw.
ny = 30, ng = 20, ng = 15, ny = 10 (rechts) Versuchsobjekten und
ungleichen Varianzen 0% = 2, 02 = 3, 02 = 4, 02 = 5.
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7.2 Niveau-Grafiken

7.2.5 Mehr-Stichprobenfall: Heterskedastisches AR(0,6)-Modell

3 Gruppen AR(0,6) ny=n,=n;=15, 0,%=2, 6,%=4, 65%=2

0,12
- HF
0,10 &= MH
—— ANOVA
—— GG
0,08

0,06

0,04

0,02

0,00

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 27: AR(0,6)-Struktur mit n; = ny = ng = 15 Versuchsobjekten und unglei-
chen Varianzen of = 03 = 2, 03 = 4.

3 Gruppen AR(0,6) n;=30, n,=15, n3=30, 0,?=2, 6,2=4, 65?=2 3 Gruppen AR(0,2) n;=15, n,=30, ng=15, 0,?=2, 6,2=4, 652=2
0,12 0,12
-~ HF -~ HF
010 - MH 010 = MH
' —— ANOVA ' —— ANOVA
—— GG —— GG
0,08
0,06
0,04
0,02 0,02
0,00 000l e—ea—o o o o o o o o o
5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 28: AR(0,6)-Struktur mit n; = n3 = 30, ny = 15 (links) bzw. ny = ng = 15,

ng = 30 (rechts) Versuchsobjekten und ungleichen Varianzen o} = 02 =
2 __
2,05 =4.
4 Gruppen AR(0,6) n;=10,n,=15,n3=20,n,=30, 4 Gruppen AR(0,6) n;=30,n,=20,n3=15,n,=10,
0:2=2, 6,2=3, 652=4,6,2= 0:2=2, 6,2=3, 652=4,6,2=
0,12 0,12
- HF - HF
—=- MH = MH
0,10 —— ANOVA 0.10 —— ANOVA
—— GG —+— GG
008 008 E"B\B—S\B/E'—B\E—E—E\E
0,06 006}
0,04 & 1
0,02 0,02
O’OO O o o o o o o o o O’OO
5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 29: AR(0,6)-Struktur mit n; = 10, ny = 15, ng = 20, ny = 30 (links) bzw.
ny = 30, ng = 20, ng = 15, ny = 10 (rechts) Versuchsobjekten und
ungleichen Varianzen o? = 2, 05 = 3, 02 = 4, 03 = 5.
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7 Anhang

7.3 SAS-Code

#xMakro fuer hochdimensionale Split—Plot—Designs;
sxMarkus Harden, 3.Juni 2012 sk okoskoskoskoskskoskokosk ok
*xDaten einlesen;

%macro hda(data=,var=,time=,subject=,group=);
*¥k¥Daten sortieren;

proc sort data=&data;

BY &group &subject &time;

run;

PROC IML WORKSIZE=120;

RESET LINESIZE=80;

sxKenngroessen auslesen;

USE &data;

READ ALL VAR{&var} INTO beob;

READ ALL VAR{&group }INTO grp _;

lev _a=UNIQUE(grp_) ;

a=ncol(lev_a);

READ ALL VAR{&time }INTOtime _;

lev _d=UNIQUE(time_) ;

d=ncol(lev_d);

n=j(a,1,0);

DOi=1toa ;

READ ALL VAR{&subject} INTO pati_ WHERE (&group=(lev_a[i]));
lev _ni=UNIQUE( pati_);

n[iJ]=ncol(lev_ni);

END;

CLOSE &data;

*x Testentscheidung berechnen;

START HDI1Fa(a,n,d, beob);
quant={0.90,0.95,0.99};

ng=nrow (quant ) ;

gn=SUM(n) ;

Pgn=I(gn)-J(gn,gn,1)/gn;

*Hypothesenmatrizen;

Ja=j (a,a,l)/a;

Jd=j (d,d,1)/d;

Pa=I(a)—Ja;
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7.3 SAS-Code

Pd=I (d)-Jd;

erg=j(3,14,0);

mat=j (a,gn,0) ;

DOi=1toa;

nim1=0;

IF(i>1) then niml=SUM(n[1l:(i—-1)]);
mat[i,niml+1:niml4n[i]]=j(1,n[i],1/n[i]);

END;

e s s s ok ok sk sk sk s sk sk o o s sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk s sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk ko ok

xk—Schleife Globalhypothesen;

DO k=1 to 3;

IF (k=1) THEN DO;
th=Pa;

ts=Jd;

END;

IF (k=2) THEN DO;
th=Ja;

ts=Pd;

END;

Ta=(thQts) ;

IF (k=3) THEN DO;
th=Pa;

ts=Pd;

END;

Ta=(thQts) ;
sig=j(a,1,0);
Bl=j(a,1,0);
B2=j(a,1,0);
B20=j (a,1,0);
Cl=j(a,1,0);
C2=j(a,1,0);
nl23=j(a,1,0);

* Teststatistik ;

xpq=(mat@I(d))*beob;

Q=xpq ‘ *Ta*xpq;;
xprojezierte Daten als Matrix;

Zm=(shape (beob ,gn,d))*ts;
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7 Anhang

PZn=Pgn*Zm;

sigdach=PZm‘*PZm/ (gn—1);
trsigdach=TRACE(sigdach) ;
tr2sigdach=trsigdach=trsigdach;

trsigdach2=j (1,d,1)*(sigdach#sigdach)xj(d,1,1);
TN=j (a,1,0);

B e e e e i

#¥i—Schleife fuer Hauptsumme;

DO i=1 to a;

ni=n|i|;
nl123[i]=ni*(ni—1)*(ni—2)*(ni—3);
Pni=I(ni)—j(ni,ni,1/ni);

nim1=0;

IF (i>1) then niml1=SUM(n[1l:(i-1)]);
*i—te Beobachtungsmatrix;
Zmi=Zm[niml+1:niml+ni, 1:d];
Zmiz=Pni*xZmi;

*Empirische Kovarianzmatrix;

sigd=Zmiz ‘*Zmiz/(ni—1);
trsigd=TRACE(sigd ) ;

TN[i]=th[i,i]/ni;

xSchaetzer fuer i—te Komponente von Sp[TV];
sig[i]=th[i,i]/nixtrsigd;

*Matrix mit A_klrs fuer Faktoren a t at;
mim=7mi ;

*7_ik’Z_il;

Ai=mim*mim ‘ ;

*7_ik 'Z_ik ;

alpha=vecdiag (Ai);

*A_ik ,il;
kik=alpha=j(1,ni,1)+j(ni,1,1)*alpha‘—2xAi;
sumkik=SUM( kik) ;

*Spurschaetzer in i—ter Gruppe;
*Sp " 2[TV];

Bll=(sumkik ) ##2;

B12=SSQ(j (1,ni,1)*kik);

B13=SUM( kik#kik ) ;
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7.3 SAS-Code

Bl[i]=(th[i,i])#£2/ (n123/[i])*(B11—{xB12+2xB13)/ 4

#Sp [(TV) 2]

Ai0=Ai-DIAG(Ai) ;

B21=(ni—2)*(ni—3)*SUM( Ai0#Ai0) ;

B22=(ni—3)*SUM(( Ai0*Ai0)#(j(ni,ni,1)-1(ni)));

B23=(SUM( Ai0) ) ##2— 2SUM( Ai0#A0 ) —jxSUM( ( Ai0% Ai0 ) #(j (ni . ni,1)—1(ni)))
xNenner Spurschaetzer Sp[T_2S_iT_2S_i];

B2[i]=(th[i,i])#&#£2/ (n123]i]) (B21—2%B22+B23) ;

B20[i]=B2[i]/((ni—1)):

sk

x*j—Schleife fuer Nebensumme j ungleich 1i;

DO j=1 to a;

IF (j=i) then;

ELSE DO;

nj=nlj];

Pnj=T (nj)—j (nj,nj,1/nj);
njml=0;

IF (j>1) then njml=SUM(n[1:(j—1)]);

Zmj=Zm[njml+1:njml+4nj , 1:d];

Zmjz=Pnj*xZmj;

x*Datenmatrix in j—ter Gruppe;

mjm=7mj ;

Aj=mjm*mjm ‘ ;

beta=vecdiag (Aj);

kjk=betaxj (1,nj,1)+j(nj,1,1)*beta‘—2xAj;

sumkjk=SUM(kjk) ;

xMischterme fuer SP"2[TV];
Cl[i]=C1[i]4+(th[i,i]*th[j,j])/(4*nik(ni—1)*nj*(nj—1))*sumkik*xsumkjk;
*Mischterme fuer SP[(TV) "2];

mijm=mim*mjm  ;

C21=ni#*nj*SUM(mijm#mijm ) ;

C22=(ni*SUM(mijm=*mijm ‘) ) ;

C23=(nj*SUM(mijm ‘ *mijm) ) ;

C24=(SUM (mim*mjm* ) ##2) ;

xSchaetzer fuer Sp[TV_iTV_j];
C2[1]=C2[i]+(th[i,j]*th([j,i])/(ni*(ni—1)*nj*(nj—1))(C21-C22-C23+C24
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7 Anhang

*Ende j—Schleife;
END;

*Ende i—Schleife;
trsig=SUM(sig);
trsiggl=trsigdach*SUM(TN) ;
test=Q/trsig;
testgl=Q/trsiggl;

print trsig trsiggl;

777777777 7777777 7777777 7777773

*Box’schesEpsilon;

r=(d—1);
eps=(tr2sigdach)/(trsigdach?2);

e _HF=((gn—a+1)%eps—2)/(r*(gn—a—eps));

*Freiheitsgrade;
*Andere_Freiheitsgrade;
f_anova=(k=1)*(a—1)+(k=2)*x(d—1)+(k=3)x(a—1)*(d—1);
f2 _anova=d*(gn—a) ;

f _GG=f _anovaxeps/r;

f2 _GG=f2 _anovaxeps/r;

f _HF=f _anovaxe _HF;

f2 _HF=f2 _anovaxe _HF;
*Neue_Freiheitsgrade;
B_1=SUM(B1) ;
C_1=SUM(C1) ;
B_2=SUM(B2) ;
B_20=SUM(B20) ;
C_2=SUM(C2) ;
f=B_1+C_1)/(B_2+C_2);
IF (f<1)thenf=1;
f0=B_1+C_1)/(B-20);
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7.3 SAS-Code

erg MH=1-CDF(”F” ,test ,f,f0,0);

erg _anova=1-CDF(”F”  testgl , f _anova, f2 _anova,0) ;
erg GG=1-CDF(”F” ,testgl , f _GG, {2 _GG,0) ;

erg HF=1-CDF(”F” ,testgl , f _HF, f2 _HF,0) ;

. 99, S g L gy gy ) f) ] 1),
print SHHHEHARHARAHERARHEHAFA Us gaberHRRRRRAAAE

print.” Parameter”;

print._a_.n.d;

print .”p—Werte_der_Testverfahren”;

printerg [rowname={"&group” ,”&time” ,” Wechselwirkung”} _colname={"F _MH’
L7077 p MAY LPF_alt” L7 f _anova” L7 f2 _anova” U7 p _ANOVA” 7 f _GG” U7 £2
GG ."p GG’ .7 f _HF” " £2 _HF” _"HF” };

FINISH ;

RUN_HD1Fa(a,n,d,beob);

QUIT;

Ymend ;

%hda (data=daten , var=Value , time=Dim, subject=Ratte , group=Gruppe) ;

XXIII



Literatur

Literatur

[1] Bai, Z und Saranadasa, H. Effect of high dimension: by an example of a two sample
problem. Statistica Sinica, 6:311 — 329 (1996).

[2] Becker, BM. Test fiir hochdimensionale Messwiederholungen mit unbekannten Ko-
varianzmatrizen. Institut fiir Mathematische Stochastik, Universitét Gottingen (Di-
plomarbeit, 2010).

[3] Box, GEP. Some theorems on quadratic forms applied in the study of analysis of
variance problems, i. effect of inequality of variance in the one-way classification.
The Annals of Mathematical Statistics, 25(2):pp. 290-302 (1954). ISSN 00034851.

[4] Box, GEP. Some theorems on quadratic forms applied in the study of analysis
of variance problems, ii. effects of inequality of variance and of correlation between
errors in the two-way classification. The Annals of Mathematical Statistics, 25(3):pp.
484-498 (1954). ISSN 00034851.

[5] Brunner, E. Lineare Modelle. Vorlesungsskript an der Universitiat Gottingen (2011).

[6] Brunner, E, Becker, B und Werner, C. Approximate distributions of quadratic forms
in high-dimensional repeated-measures designs. Technischer Bericht, Department
Medizinische Statistik Georg-August-Universitit Gottingen (2010).

[7] Brunner, E, Dette, H und Munk, A. Box-type approximations in nonparametric

factorial designs. Journal of the American Statistical Association (1997).

[8] Chen, SX und Qin, YL. A two-sample test for high-dimensional data with applica-
tions to gene-set testing. Annals of Statistics (2010).

[9] Fisher, RA. The fiducial argument in statistical inference. Annals of Human Gene-
tics, 6(4):391-398 (1935). ISSN 1469-1809. doi:10.1111/§.1469-1809.1935.tb02120.x.

[10] Geisser, S und Greenhouse, SW. An extension of box’s results on the use of the
f distribution in multivariate analysis. The Annals of Mathematical Statistics,
29(3):pp. 885-891 (1958). ISSN 00034851.

[11] Greenhouse, SW und Geisser, S. On methods in the analysis of profile data. Psy-
chometrika, 24:95-112 (1959). ISSN 0033-3123. 10.1007/BF02289823.

XXIV



Literatur

[12]

[15]

[16]

[17]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

Helms, HJ.  Robuste Verfahren fiir strukturierte hochdimensionale Repeated-
Measures-Designs unter Nicht-Normalverteilung. Institut fiir Mathematische Sto-
chastik, Universitat Gottingen (Diplomarbeit, 2011).

Hotelling, H. A generalized t test and measure of multivariate dispersion. Seiten
23-41 (1951).

Huynh, H und Feldt, LS. Estimation of the box correction for degrees of freedom
from sample data in randomized block and split-plot designs. Journal of Educational
and Behavioral Statistics, 1(1):69-82 (1976). doi:10.3102/10769986001001069.

Lecoutre, B. A correction for the ¢~ approximate test in repeated measures desi-
gns with two or more independent groups. Journal of Educational and Behavioral

Statistics, 16(4):371-372 (1991). doi:10.3102/10769986016004371.

Mathai, AM und Provost, SB. Quadratic forms in random variables. Marcel Dekker
(1992).

Patnaik, PB. The non-central chi- and f-distribution and their applications. Bio-
metrika, 36(1/2):pp. 202-232 (1949). ISSN 00063444.

Ravishanker, N und Dey, DK. A first course in linear model theory. Chapman &
Hall/CRC (2002).

Searle, S. Linear models. Wiley (1971).

Srivastava, MS und Du, M. A test for the mean vector with fewer observations
than the dimension. Journal of Multivariate Analysis, 99(3):386 — 402 (2008). ISSN
0047-259X. doi:10.1016/j.jmva.2006.11.002.

Stange, K. Angewandte Statistik: Eindimensionale Probleme. Angewandte Statistik.
Springer-Verlag (1970).

van der Vaart, AW. Asymptotic Statistics (Cambridge Series in Statistical and
Probabilistic Mathematics). Cambridge University Press (1998).

Werner, C. Dimensionsstabile Approximation fiir Verteilungen von zufdilligen qua-
dratischen Formen im Repeated-Measures-Design. Institut fiir Mathematische Sto-
chastik, Universitat Gottingen (Diplomarbeit, 2002).

XXV



	Einführung
	Motivation
	Ziel der Arbeit
	Historie
	Beispiel: Gewichtsentwicklung bei Wistar-Ratten

	Modelle und Hypothesen
	Statistisches Modell
	Hypothesen
	Allgemeine Strukturierung

	Theoretische Grundlagen
	Grundlegende Matrixeigenschaften
	Aussagen über quadratische Formen
	Ausssagen über Bilinearformen
	Wahrscheinlichskeitstheoretische Aussagen

	Testverfahren
	Ein- und Zwei-Stichprobenfall
	Mehr-Stichprobenfall
	Box-Approximation I
	Zerlegung der Spur
	Box-Approximation II

	Schätzung der Freiheitsgrade
	Dimensionsstabilität
	Spurschätzer für die Subplots
	Spurschätzer
	Freiheitsgradschätzer

	Spezialfall: Zwei Behandlungsgruppen

	Simulationen
	Struktur der simulierten Daten
	Alternative Auswertungsverfahren
	Huynh-Feldt-Korrektur
	Weitere Teststatistiken

	Niveausimulationen
	Zwei-Stichprobenfall
	Mehr-Stichprobenfall

	Powersimulationen
	Trend-Alternativen
	Ein-Punkt-Alternativen

	Beispiel: Gewichtsentwicklung bei Wistar-Ratten II

	Zusammenfassung und Diskussion
	Anhang
	Beweise
	Niveau-Grafiken
	Zwei-Stichprobenfall: Homoskedastische AR-Modelle
	Zwei-Stichprobenfall: Heteroskedastische AR-Modelle
	Mehr-Stichprobenfall: Homoskedastische AR-Modelle
	Mehr-Stichprobenfall: Heterskedastisches AR(0,2)-Modell
	Mehr-Stichprobenfall: Heterskedastisches AR(0,6)-Modell

	SAS-Code

	Literatur

