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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Auswertung von Datensétzen, die verbundene Mes-
sungen (sogenannte repeated measures) enthalten. Diese tauchen zum Beispiel in klinischen Studien
auf, wenn an wenigen Individuen iiber lange Zeitrdume wiederholt Messungen durchgefiihrt wer-
den. Ein anderes, immer stirker an Bedeutung gewinnendes Gebiet, in dem repeated measures
auftreten, ist das der Microarrays. Hier hat man wenige Datentriger, auf denen sich jeweils sehr
viele Messungen zu einer Person befinden. Datensitze dieser Art heiffen hochdimensional, da ihre
Dimension d (Anzahl der Messwiederholungen) den Stichprobenumfang n (Zahl der Individuen)
weit {ibersteigt. Die fiir viele Tests wichtige Voraussetzung, dass der Stichprobenumfang grofier
als die Zahl der Messwiederholungen sein soll, ist hier verletzt. Und so wird sich zeigen, dass alle
Verfahren, die bisher bei repeated measures angewandt wurden, fiir d > n degenerieren oder nicht
einmal mehr berechenbar sind.

Wihrend man zum Beispiel die Wald-Typ-Statistik nicht ausrechnen kann, wenn die Dimension
grofer ist als der Stichprobenumfang, so ist die von BRUNNER, DETTE, MUNK in [6] beschriebene
ANOVA-Typ-Statistik noch berechenbar. Simulationen haben aber gezeigt, dass sie kein vorgege-
benes Niveau einhilt und extrem konservativ wird. Die Motivation fiir die vorliegende Arbeit war
deshalb, die ANOVA-Typ-Statistik so zu modifizieren, dass im Falle d > n das Niveau eingehalten
wird und man somit sinnvolle Ergebnisse erhélt.

Andere moderne Verfahren, mit denen hochdimensionale Daten ausgewertet werden kénnen, basie-
ren auf Dimensionsreduktion (KROPF [13]) oder Permutationsverfahren (WESTFALL, YOUNG [20]).
Hier geht es zumeist nicht um globale sondern um multiple Tests, welche ein bestimmtes, multip-
les Niveau einhalten sollen (BENJAMINI, HOCHBERG [2]). Bei der Literaturrecherche zu globalen
Verfahren fiir hochdimensionale Datensitze findet man bisher nur wenige Arbeiten (DONOHO ET.
AL. [9]).

2 ANOVA-Typ-Statistik

2.1 Box-Approximation

Um Hypothesen der Form T = 0 zu testen, kann die sogenannte ANOVA-Typ-Statistik verwen-
det werden. Diese wird in [6], [7] und [8] genau beschrieben.

Man betrachtet zunéchst die quadratische Form X’TX und untersucht deren Verteilung. Die kann
approximativ bestimmt werden, wenn man die Tatsache ausnutzt, dass quadratische Formen in nor-
malverteilten Zufallsvariablen als gewichtete Summen von x2-verteilten Zufallsvariablen dargestellt
werden kénnen. Man approximiert die Verteilung dieser Linearkombination ), \;C; durch eine mit
g gestreckte xfc—Verteilung derart, dass die beiden ersten Momente von ) . \;C; und g xfc iiberein-
stimmen. Dieser Weg, eine Verteilung zu approximieren, wird in dieser Arbeit “Box-Approximation”
(siehe [3],[4]) genannt, obwohl es bereits 1949 von Patnaik (siehe [17]) eine Verdffentlichung zu die-
ser Art der Approximation gab. Man erhilt die folgenden Beziehungen:



gf=E(gx%) = E(Z NiCy) = ZA = Sp(TV)

29°f = Var(gx?) = Var(O_A\Ci) =2 A =2Sp(TVTV)

Durch Umformen erhélt man f und g und somit hat die quadratische Form X'TX die folgende
approximative Verteilung;:
X'TX 5

2.2 Konsistenz von Schitzern

Definition 2.1 (Konsistenz 1) Fine Folge von Schitzern 0, heifit konsistent fiir 0, falls 0, —
0 2 0 fiir festes 0 (d.h. lim,_oo P(|0, —0] >€)=0VYe > 0).

Die Konsistenz ist eine Minimal-Eigenschaft, die verniinftige Schitzer mindestens erfiillen sollten.
Sie impliziert, dass sich der Schitzer mit wachsendem Stichprobenumfang n immer besser dem
Parameter annihert.

Betrachten wir als Beispiel zunéchst die Stichprobenkovarianzmatrix

n

(X — XY (2.1)
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Da V,, ein konsistenter Schétzer fiir V ist, gilt nach dem Satz von SLUTZKY, dass auch [Sp(T\A/n)]2
und Sp[(T\A/'n)Q] als stetige Funktionen von konsistenten Schétzern konsistente Schitzer sind. Aus
dem Korollar zum Satz von SLUTZKY folgt dann (vorausgesetzt, der Nenner ist ungleich null), dass
auch der Quotient der beiden Schétzer konsistenter Schitzer fiir den Quotienten ist.
Betrachtet man nun anstatt Folgen von Schétzern ein Feld von Schétzern 6,, 4 die von zwei Para-
metern abhingen, so ben6tigt man eine modifizierte Definition der Konsistenz:

Definition 2.2 (Konsistenz 2) FEin Feld von Schdtzern émd heifit konsistent fir 04, falls émd—
04 -2 0 fiir festes d, also fiir festes 04 (d.h. lim,_ P(|9An7d — 04 >e)=0Ve>0).

Man kann die klassischen Verfahren fiir Schitzer 0,,, die gegen 0 streben, dahingehend verédndern,

dass statt des Schétzers selbst nun der Quotient Gg;d bei festem d gegen 1 streben soll. Das folgende

Lemma bietet eine einfache Mdoglichkeit, mit Hilfe der TSCHEBYCHEFF-Ungleichung die Konsistenz
zu iiberpriifen.

Lemma 2.3 Fin Feld von asymptotisch erwartungstreuen Schdtzern émd ist konsistent fir 64 > 0,

falls gilt:
O
lim {M}:0 Vd < 0o, d fest

2

Beweis: Mit Hilfe der TSCHEBYCHEFF-Ungleichung P(|X| > ¢) < mit X = — 1 erhélt

man:
9
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2.3 Dimensionsstabilitit

Betrachtet man nun derartige Felder von Schitzern, so benttigt man ein neues Stabilititskriterium
zur Beschreibung des Verhaltens der Schitzer, wenn sich einer der Parameter verindert.

Definition 2.4 Ein Feld von Schatzern én,d heiffit dimensionsstabil, wenn Vd > 1,n > 1 gilt:

1. |E (95(;‘1 - 1) | < A(n) < oo, wobei A nicht von d abhingt.

2. Var (ég;d) = %Var(én,d) < B(n) < oo, wobei B nicht von d abhdngt.

Anschaulich bedeutet die Definition, dass die Approximation mit zunehmender Anzahl von Zeit-
punkten bzw. Messwiederholungen nicht schlechter wird.

In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden, dass die Standardschétzverfahren, die bei der ANOVA-
Typ-Statistik angewendet werden, nicht dimensionsstabil sind, d.h. fiir hochdimensionale Daten
nicht geeignet sind. Da aber im Zuge der Technisierung von Datenerhebungen immer gréfere Da-
tensdtze auf Statistiker zukommen und im Zuge von Kostenreduktion immer weniger Patienten
(Individuen) untersucht werden, ist die Dimensionsstabilitidt eine immer wichtiger werdende Ei-
genschaft von Approximationen. Deshalb wird ein dimensionsstabiles Verfahren entwickelt, mit
dessen Hilfe Datenséitze ausgewertet werden konnen, bei denen die Anzahl der Messwiederholun-
gen den Stichprobenumfang {ibersteigt. Zum Beispiel ist Sp(TV,, TV,), der Schitzer den man
fiir Sp[(TV)?] erhélt, wenn man die Stichprobenkovarianzmatrix einsetzt, im Allgemeinen nicht
dimensionsstabil.

2.4 Verzerrung der klassischen Schitzer

Eine wichtige Voraussetzung fiir die Dimensionsstabilitdt ist die asymptotische Erwartungstreue
eines Feldes von Schitzern fiir festes d. Die Schéitzer fiir Sp(TV), [Sp(TV)]? und Sp[(TV)?], die
man durch Einsetzen der Stichprobenkovarianzmatrix V, fir V erhélt, sind fiir kleines d < n
nur asymptotisch erwartungstreu. Hilt man also n fest, so fallt die Verzerrung mit wachsendem d
immer stérker ins Gewicht (fiir Sp[(TV)?] wurde dies oben analytisch gezeigt).

Um diese Verzerrung durch Simulationen zu demonstrieren, werden normalverteilte Zufallsvaria-
blen mit CS-Struktur erzeugt. Der Stichprobenumfang n ist konstant gleich 10, die Dimension d
variiert zwischen 5 und 200. Anhand einer vorgegebenen Kovarianzstruktur kénnen die wahren
Werte der zu schitzenden Grofen berechnet werden. Mit Hilfe der simulierten Zufallsvariablen
werden dann die einzelnen Schitzer berechnet und somit der Erwartungswert und die empirische
Varianz nach 1000 Simulationsdurchliufen bestimmst. N
Zunichst wird der Schétzer fiir Sp(TV) betrachtet, den man erhilt, indem V durch V,, ersetzt
wird. Die Simulationen zeigen das Verhalten des Schétzers in Relation zu seinem wahren Wert
fiir grofer werdendes d. Es ist hier angebracht, den relativen Erwartungswert zu betrachten, da
auch der wahre Wert mit der Dimension wichst. Es ist zu sehen, dass der Schétzer fiir beliebiges d
erwartungstreu ist und die Varianz mit wachsendem d immer kleiner wird, d.h. dass der Schatzer
dimensionsstabil ist.

Weitere Simulationen haben gezeigt, dass der Schitzer fiir [Sp(TV)]? bei Verwendung der Stichproben-
Kovarianzmatrix nahezu erwartungstreu ist; die Verzerrung wird bei wachsendem d zumindest nicht
grofser.

Der Schitzer fiir Sp[(T'V)?] ist dagegen ziemlich stark verzerrt. Diese Verzerrung nimmt mit wach-
sendem d zu. Auflerdem wéchst die Varianz auch mit steigender Dimension.

Aus den bisherigen Simulationen folgt, dass der Schétzer fiir den Freiheitsgrad, also der Quotient



der beiden Schitzer, fiir wachsendes d immer stirker unterschitzt wird. Dementsprechend zeigen
die Simulationensergebnisse, dass die Verzerrung des Schétzers mit der Anzahl der Zeitpunkte d
zunimmt. Der wahre Wert wird immer stérker unterschitzt.

Wenn nun aber der erste Freiheitsgrad der F-Verteilung bzw. der x? / f-Verteilung kleiner wird, so
wird das dazugehorige Quantil grofer. Das hat zur Folge, dass der Test mit wachsender Anzahl von
Zeitpunkten konservativ wird. Auflerdem sinkt die Wahrscheinlichkeit, dass eine Statistik grofer
als ein beliebig gewdhltes (1 — «)-Quantil ist. Schlieflich wird diese Wahrscheinlichkeit irgendwann
so gering, dass der Test gar nicht mehr ablehnt. Diese Tatsache wird am Ende dieser Arbeit anhand
von Simulationen demonstriert.

Die Verzerrung der Schitzer ist besonders schwerwiegend, wenn man kleine Stichproben hat. Noch
gravierender wird es, wenn dazu noch die Anzahl der Zeitpunkte steigt. Der Test wird zunehmend
konservativ, wie durch zahlreiche Simulationen in vergangenen Arbeiten bereits gezeigt wurde
(siche BRUNNER, DOMHOF, LANGER [7]). In dem Buch wird auch darauf hingewiesen, dass die
unverzerrte Schitzung von f weiterhin ein offenes Problem ist.

2.5 Literaturvergleich

In der Literatur wurde bereits hiufig darauf hingewiesen, dass der Schitzer fiir das sogenannte
Box’sche Epsilon (den 1. Freiheitsgrad der Verteilung der F-Statistik)

Sp(TV)]? _  f

T @-DSp[(TV)Y]  d-1

nicht erwartungstreu ist. Setzt man die Stichprobenkovarianzmatrix \A/n ein, so tritt bei Verlet-
zung der Annahmen an die Kovarianzstruktur (sphericity bzw. compound symmetry) eine starke
Verzerrung des Schétzers auf.

Bereits 1976 haben zum Beispiel HUYHN, FELDT ([12]) eine Korrektur des Schitzers fiir das
Box’sche ¢ vertffentlicht. Dem Artikel im Journal of Educational Statistics folgte ein weiterer in
JASA. Die Korrektur des Schétzers basiert darauf, den Zdhler und Nenner getrennt erwartungstreu
zu schétzen. Daraus resultiert der Schatzer &:

o nd-1)E-2 R - A

(d—1)(n—1—(d—1)?) (d —1)Sp[(TV,)?]

HuyYNH, FELDT haben in ihrer Arbeit Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrt, die zeigen, dass
ANOVA-Tests mit € statt £ das Niveau weitaus besser einhalten und dass € viel weniger verzerrt
ist als €. Diese sogenannte “Huynh-Feldt-Korrektur” ist seitdem auch in einigen Softwarepaketen
(z.B. SPSS) implementiert. Die zahlreichen Verdflentlichungen zu Verbesserungen dieser Korrektur
in Journals wie Social Psychology Quarterly, Journal of Higher Education zeigen, dass die “Huynh-
Feldt-Korrektur” hauptsichlich im Bereich der Psychologie verwendet wird.

Wie man leicht sieht, wird der Schitzer fiir d > n negativ. Er ist also fiir die d > n-Situation, die
hier betrachtet werden soll, nicht anwendbar.

Festzuhalten bleibt aber trotzdem die Vorgehensweise bei der “Huynh-Feldt-Korrektur” des Schit-
zers: die Verzerrung eines Quotienten aus abhéngigen Zufallsvariablen wird berechnet, indem man
die Erwartungswerte von Z&hler und Nenner getrennt berechnet. Diese Verzerrung wird jeweils
abgezogen und anschlieffend werden die so konstruierten erwartungstreuen Schitzer wieder zusam-
mensetzt. Die Erwartungstreue dieses neuen Schétzers wird dann nur anhand von Simulationen
gezeigt.

Die Autoren begriinden ihre Vorgehensweise mit Beispielen aus der Literatur und fiihren HAJEK
([10]) an, der den Varianzschitzer beim Behrens-Fisher-Problem genau so konstruiert hat. Dieser
wiederum begriindet sein Vorgehen kaum, verweist aber auf WELCH ([19]), der dies vor ihm schon
so gemacht hat. Allerdings begriindet auch Welch sein Vorgehen nur mit ein paar kurzen Worten:



“...] It may be shown that the numerator of (29) has, in repeated samples an average va-
lue [echter Wert], and the denominator has average value [echter Wert]. In a certain sense,
therefore, (29) is a fair estimate of (28).”

Analog zu HuyNH, FELDT sollen im Folgenden mit Hilfe des Verfahrens der getrennten Schatzung
von Zahler und Nenner andere erwartungstreue Schitzer konstruiert werden, die auch in der d > n-
Situation anwendbar sind. Die so konstruierten Schitzer werden verwendet, um die Verteilung
der ANOVA-Typ-Statistik neu zu approximieren. Hierbei erhilt man Quotienten von Schitzern,
deren Eigenschaften betrachtet werden miissen. Zur Beurteilung dieser Eigenschaften der neuen
Schitzer werden aber nicht wie bei HUYNH, FELDT nur Simulationen herangezogen. Wann im-
mer es moglich ist, werden die Eigenschaften auch analytisch hergeleitet. Durch die Anwendung
von Taylor-Approximationen ist man in der Lage, Simulationsergebnisse durch Rechnungen zu
bestétigen.

2.6 F-Approximation

Wenn Komponenten der Teststatistik geschitzt werden, so &ndert sich deren Verteilung. Also muss
auch die Approximation angepasst werden.

Da die wahre Kovarianzmatrix im Allgemeinen unbekannt ist, muss sie aus den Daten geschitzt
werden. Im Folgenden bezeichnen:

e By einen Schitzer fiir Sp(TV),
e B einen Schitzer fiir [Sp(TV)]?,
e D5 einen Schitzer fiir Sp[(T'V)?].

Setzt man nun die Schétzer sowohl in die Statistik als auch in den Freiheitsgrad ein, so erh&lt man
folgende Quotienten:
-~ Qn ra Bl
F === ——
B T&
Die Statistik ' hat somit keine xfcl/ f1-Verteilung mehr, da der Schétzer By fiir Sp(TV) eine
Zufallsvariable ist. Also muss die Verteilung der Statistik neu approximiert werden. Sie sollte im
Grenzfall n — oo gegen die xfcl / f1-Verteilung konvergieren. Betrachtet man diese als eine F'(f1, 00)-

Verteilung, so liegt es nahe, F mit einer F(f1, f2)-Verteilung zu approximieren. Auflerdem sollte
sichergestellt sein, dass fo — oo fiir n — co. Es wird wieder die Box-Approximation (d.h. Gleich-
setzen der ersten zwei Momente) verwendet werden.

Zur Berechnung der Momente der neuen Statistik werden allerdings die konkreten Schitzer By, B1, B
bendtigt, die erst im folgenden Kapitel hergeleitet werden. Diese Thematik wird deshalb am Ende
des néchsten Kapitels wieder aufgegriffen.

3 Erwartungstreue Schatzer

3.1 Konstruktion von erwartungstreuen Schitzern

Im Folgenden werden erwartungstreue Schitzer fiir [Sp(TV)]? und Sp[(TV)?] konstruiert. Die
einzelnen Schitzer werden getrennt erwartungstreu und konsistent geschétzt und anschliefsend
zusammengesetzt (siehe Abschnitt 2.5). Von dem so konstruierten Schétzer fiir den Freiheitsgrad
lasst sich dann mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung die Verzerrung bestimmen.

Sei X}, ein multivariat normalverteilter Vektor mit Erwartungswertvektor p und Kovarianzmatrix
V. Da die Hypothesen, die getestet werden sollen, immer in der Standardform Tyu = 0 - wobei
T ein Projektor ist - dargestellt werden kénnen, wird im Folgenden zur besseren Ubersichtlichkeit
der Zufallsvektor TX, mit Y bezeichnet. Unter Hy : Ty = 0 gilt dann fiir die Yy:

E(Yy)=0 Cov(Yy) = Cov(TXy) =TVT =: S



Deshalb wird als Kovarianzschitzer der folgende, unter Hypothese erwartungstreue Schitzer §n
verwendet.

Lemma 3.1 Sei

1 & 1 &

==Y Sp=-> YiY}. (3.2)
k=1 k=1

Es gelte die Hypothese Hy : Ty = 0. Dann ist S, erwartungstrever Schatzer fir TVT.

3
3

Beweis:

B.) = £ 3 BV = Var (Y1) + [E(Y,) = TVT + 0 o
k=1

Der kanonische Schitzer By fiir Sp(TV) = Sp(S), den man durch Einsetzen des Kovarianzschétzers
S, aus (3.2) erhilt, ist erwartungstreu, da die Spur eine linearer Abbildung ist und Erwartungswert
und Spur somit vertauschbar sind.

Wird By allerdings quadriert, um den Schitzer B; fiir [Sp(TV)]? zu erhalten, so kommt eine
Verzerrung 72 hinzu:

2 ([5p(8.)7) = Var(sp(8,)) + B (150(8.))) = Var(sp(B.) +[5p(S)?  (33)
—————

=72

Fiir diese Varianz kann man einen erwartungstreuen Schétzer angeben:

7 = Var (Sp(gn)) = Var (Sp(% ZY’“Y;CO
k=1

n

1 1
— Z X} TX;, = —Var(Ax)
n A,_/ n
= Ak u.i.v.
~2
—s = —
T 7’L — 1 Z Ak
k:l
Hier wurde die empirische Varianz der A, eingesetzt, wobei A. := 1/n Y A, den empirischen

Mittelwert der Aj bezeichnet. Ein erwartungstreuer Schitzer fiir [Sp(TV)]? hat also folgende
Gestalt:
~ 1 n _
By = [Sp(Sn)]? — ————= ) (Ax —A)% (3.4)
n(n—1) ;
Bei der Entwicklung des Schitzers fiir Sp[(TV)?] = Sp(S?), der durch doppeltes Einsetzen des
Kovarianzschitzers aus (3.2) entsteht, wird ein Resultat aus der Matrizenrechnung verwendet:
Lemma 3.2 Fiir zwei quadratische Matrizen A, B der gleichen Dimension n gilt:
Sp(AB') = 1), (A#B)1,,

wobei (A#B) das Hadamard-Produkt der zwei Matrizen, also die komponentenweise Multiplikation,
bezeichnet.

Mit Hilfe dieser Gleichung lisst sich die Verzerrung w2 des Schiitzers direkt herleiten, wobei Sy, =

YY) als Abkiirzung verwendet wird:
I I
(e s)
k=1 k=1

%Z Z Sk#Sk/] 1, = ]_:i|:n_ 1

k=1k'=1

E[Sp(S,2)] LE[S,#8Sn]14 = 1,E

S#S + % > E(Sk#Sk)} 14
k=1

=72



Also muss 72 geschiitzt werden. Es wird wieder das Resultat in Lemma 3.2 aus der Matrizenrech-
nung verwendet. Dann lautet die Gleichung:

1/,(Sk#Sk)14 = Sp(S3).

Die Uberlegungen fiihren schlieflich zu einem erwartungstreuen Schitzer By fiir Sp[(T'V)?]:

n = 1 -
By = S?— St |- .
2=5p (n—l " n(n—l); k) (3:5)

O

Im Folgenden wird gezeigt, dass die nun konstruierten Schétzer By und By durch Umformungen
auf eine einfachere und {ibersichtlichere Form gebracht werden kénnen:

Lemma 3.3
Seien
Xk: (Xkla--kad)/ k:,l:l,...,n

u.1.v. Zufallsvektoren, T ein Projektor und Y := TXy. Sei

1 n

LS XX,
k=1

der nichtzentrierte Schatzer fir die Kovarianzmatriz V. Bezeichne weiter Ay = X, TX; eine
symmetrische Bilinearform in Xy und Xy, fir k =1 sei Ay := Ay die entsprechende quadratische
Form. Dann gilt:

1.B1 = [Sp(/s\n)}Qf 7’L—1 Z Akf = ZZAkAl
k:l k 11=1

k#l

3

n n

~ 1
2.8y = Sp(nnlsn_ (n—1) ZSQ>=m22Ail

k=11=1
——

Beweis:

1. Man beachte zunéchst, dass mit Y, = TX}, und S, = Y, Y, gilt:

Sp(8.) = Sp (% zsk> =3 sp(sK)
k=1 k=1

1 n

~ " Sp | X, TTX;

n N———
k=1 s

1 & —
E;Ak:A.

Dies folgt aus der Invarianz der Spur unter zyklischen Vertauschungen und den Projektorei-
genschaften von T. Dann kann man folgende Umformungen durchfiihren:

By = [3p8)] S - AR =

n(n—1) &
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Jetzt erhélt man mit der Invarianz der Spur unter zyklischen Vertauschungen die folgende
Darstellung (k # 1):

Sp(SkSZ) = Sp(YkY;CYlY;)
Sym.
= Y)Y Y, Y = A Ay TE" A2
Schlieflich gilt fiir den Schitzer By dann:

1 n n
B = o 2 oAb

k=11=1
——
k£l

O
Durch Zusammensetzen der obigen Ergebnisse erhélt man schliefslich einen neuen Schétzer f:

ZAkAl

Fe Bi _ k#l
B D AL
k#l

3.2 Quadratische und Bilinearformen

Quadratische Formen sind Spezialfille der Bilinearformen: fiir £k = [ wird aus der Bilinearform
Ay die quadratische Form Aj. Deshalb werden zunéichst die Ergebnisse {iber quadratische Formen
beschrieben und dann die der Bilinearformen daraus abgeleitet. Im Folgenden soll gelten, dass
immer dann eine quadratische Form gemeint ist, wenn die Indizes gleich sind und die Bilinearform
nur dann Bilinearform genannt wird, wenn die Indizes verschieden sind:

Definition 3.4 Es gelte folgende Unterscheidung:

o~ ~ | Quadratform k=1
A = X, TX = { Bilinearform k& # 1
Zunichst also die Eigenschaften der quadratischen Formen: das Darstellungslemma, zeigt, dass sich
eine quadratische Form als Summe von unkorrelierten Zufallsvariablen darstellen l&sst.



Lemma 3.5 (Darstellung einer quadratischen Form)
Sei X = (X1, ..., X,,) ein Zufallsvektor mit E(X) = p und Cov(X) =V > 0 sowie T ein Projektor.
Dann gilt fir die quadratische Form

D ON(Ui +bi)? fiir B(X) =p#0
=1
A=X'TX =

> NU? fir B(X) =0
=1

wobei die \; die Figenwerte von VY/2TV1/2 sind.
Auferdem ist U = (Uy,...,Uy) ein Zufallsvektor mit E(U) = 0, Cov(U) = I und (by,...,bq) =
(P'Vzp) mit PP =1

Beweis: siche MATHAI, PROVOST [15] (S.28 f)

Wenn man zusétzlich fordert, dass die X normalverteilt sind, dann kann man folgendes Resultat
iiber die Verteilung der entsprechenden quadratischen Form herleiten.

Korollar 3.6 (Verteilung einer quadratischen Form)
Seien X = (X1,..., X)) ~N(0,V), | V|#0, V=V und r(V) =n sowie T ein Projektor. Dann
gilt fiir die quadratische Form

A=X'TX = i XiCi
=1

wobei C; ~ x? w.i.v. und die \; die Figenwerte von TV sind.

Beweis: Es gilt: |[V| # 0 und V = V' = 3VY2 undV~1/2, symmetrisch und invertierbar
= VI2y-1/2 =1,

X/TX — X/V71/2V1/2TV1/2V71/2X
X'v-12ppvi2TviZppv-1/2xX

Da V'/2 und T symmetrisch sind, gilt auch, dass V/2TV!/2 symmetrisch ist. Damit folgt aus
dem Satz iiber die Hauptachsentransformation: es existiert eine orthogonale Matrix P, sodass
PV'2TV/2P’ = diag{)\,,...,\,,} = A. Die ), sind hierbei die Eigenwerte von V/2TV'/2, Also
folgt weiter:

X'TX = (PV™'/2X) PV 2TV 2P (PV/?X) = Z/AZ = Y\, Z}
N——
A 1=1

mit Z = PV~1/2X ~ N(0,PV-1/2VV~1/2P") = N(0,1,,).

Es bleibt also zu zeigen, dass \; = X, gilt.
Sei deshalb ) ein beliebiger Eigenwert von V/2TV!/2_ Dann gilt:

0=|V2TVY2 1| = [1|[V/2TVY2 Z )1
_ |V—1/2||V1/2TV1/2 _ )\I||V1/2|
_ |V71/2V1/2TV1/2V1/2 _ )\V71/21V1/2|
= |TV -\

Also ist A auch Eigenwert von TV. ]

Das Korollar zeigt, dass eine quadratische Form wie eine Summe von unkorrelierten (bzw. unabhén-
gigen bei Normalverteilung) y?-verteilten Zufallsvariablen verteilt ist. Mit Hilfe dieser Information
ist es moglich, die ersten zentralen Momente von quadratischen Formen auszurechnen.



Lemma 3.7 (Momente von quadratischen Formen)
Seien Xy = (Xk1, s Xgn) ~ N(, V), wiw., (k=1,...,N) sowie T ein Projektor. Dann gilt fir
die quadratischen Formen Ay, = X TX, zundchst allgemein:

1. E(A;) =Sp(TV) +u'Tpu
2. Var(Ay) = 2Sp[(TV)?] +4u/TVTu

Falls Tp = 0 ist, so gilt auflerdem:
3. E(A;) =Sp(TV) =:v
4. Var(A4) =2Sp[(TV)?] =: 72

5. Fir die Varianzen bzw. Kovarianzen der gemischten Paare AxA; und A, A, (es sei immer
k #1 bzw. m # n) gilt weiterhin:

M +2r22 ¢ (k1) = (myn)
bzw. (k1) = (n,m)

Cov(ArA;, AnAy) = 202 ¢ k=mundl#n
bzw. k #mundl=n
0 : sonst

Beweis:
1. (Satz von LANCASTER)
E(Ay) = E(X'TX)) = B(Sp(X'TX)) = E(Sp(TXX))
— Sp(T- B(XX))
= Sp(TV) + Sp(Tup')
= Sp(TV) + p/'Tu
2. siche MATHAI, PROVOST [15] (S.53)
3. folgt unmittelbar aus (1)
4. folgt unmittelbar aus (2)
5. e Var(4Ay4)) = E(ArAjArA)) — [B(ALA)]?
= [BADP - [B(A)]" = (72 +v2)? = v
=71t 4+27%)°2
o Cov(ArA;, ArAm) = E(ALA1ALAy) — E(ALA)NE(ARAR)
= (2 +1v2)W? — vt =122
o Cov(ApA;, AnAy) =vt —vt =0
O
Nachdem nun alle erforderlichen Eigenschaften der quadratischen Formen hergeleitet wurden, sollen

jetzt die Bilinearformen betrachtet werden. Zunéchst also wieder das Darstellungslemma in leicht
abgewandelter Form (das Darstellungslemma, oben ist offensichtlich nur ein Spezialfall hiervon).

Lemma 3.8 (Darstellung einer Bilinearform)
Seien X = (X1,...,X,) und Y = (Y1, ...,Y,)" unabhdingige, identisch verteilte Zufallsvektoren mit
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E(X) = E(Y) = p und Cov(X) = Cov(Y) =V > 0 sowie T ein Projektor. Dann gilt fir die
Bilinearform

n

S XU +bi)(Wi + b)) fiir E(X) = E(Y) =p #0

zn: )\J]ZVVZ fﬁ?" E(X) = E(Y) =0
i=1

wobei die \; die Figenwerte von TV sind.
Auferdem sind U = (Un,...,Uq), W = (W1,..., W4) Zufallsvektoren mit E(U) = E(W) = 0,
Cov(U, W) = 0 und Cov(U) = Cov(W) =TI und (by,....by) = (P'Vzp) mit PP’ =1.

Beweis: Setze Zy = (V12X —V~1/21) und analog Zy = (V~Y/2Y — V~/21). Nach dem Satz
iiber die Hauptachsentransformation existiert eine orthogonale Matrix P, so dass gilt:

PV2TVY2P' = diag{\,,... X} ==A, PP =1
Setze dann U = P'Zx und W = P’Zy . Damit gilt :
E(U)=E(W)=0 Cov(U) = Cov(W) =1
Dann folgt fiir die Bilinearform:

X/TY — X/V71/2V1/2TV1/2V71/2Y

(ZX 4 Vfl/Qu)lvl/QTvl/Q(ZY 4 V71/2[.l/)

(ZX+Vfl/Ql‘ll)/P/Pvl/QTvl/QP/P(Zy+V71/2/L)
A
= (U+Db)A(W +b)

O

Wenn man nun zusétzlich fordert, dass die Vektoren X und Y normalverteilt sind, so kann die
Aussage iiber die Verteilung einer Bilinearform prazisiert werden.

Korollar 3.9 (Verteilung einer Bilinearform)
Seien X = (X1,...,X,) und Y = (Y1,...,Yn) ~ N(0,V) und unabhingig, | V| #0, V. =V’ und
r(V) = d sowie T ein Projektor. Dann gilt fir die Bilinearform

A=X'TY ~ ) NCiD;
i=1
wobei Cy;, D; ~ N(0,1) u.i.v. und die \; die Eigenwerte von TV sind.

Beweis: Es gilt: |[V| # 0 und V = V' = 3VY2 undV~1/2, symmetrisch und invertierbar
= VI/2v-1/2 = L.

X/TY — X/V71/2V1/2TV1/2V71/2Y
X'v-12ppvi2Tvizppv-1/2y

Da V2 und T symmetrisch sind ist auch V/2TV'/2 symmetrisch. Damit folgt aus dem Satz
iiber die Hauptachsentransformation: es existiert ein orthogonales P, sodass PV!/2TV!/2pP’ =
diag{\y,...,\,} = A. Die X, sind hierbei die Eigenwerte von V/2TV'/2, Es folgt weiter:

X'TY = (PV™'/2X) PV!/2TV!/2P(PV~/2Y) = C'AD = ) " NC;D;
| —
A =1

11



mit C = PV~1/2X ~ N(0,PV~1/2VV~1/2P') = N(0,1,) und analog
D =PV~ 2Y ~ N(0,PV~1/2VV~1/2P") = N(0,1,,).
Es bleibt noch zu zeigen, dass A\; = A, gilt. Das wurde aber bereits im Beweis zu Korollar 3.6
gezeigt.

O
Mit Hilfe der obigen Betrachtungen kann man nun die ersten zentralen Momente der Bilinearformen
berechnen.

Lemma 3.10 (Momente von Bilinearformen)
Seien Xy = (Xp1, .o Xin), X1 = (X11, 00y X)) ~ N(0,V), wiiv., (k#1 € {1,..,n}) sowie T
ein Projektor. Dann gilt fir die Bilinearformen Ay = X, TX; :

1. BE(Aw) =0
2. Var(Au) = B(AZ) = Sp[(TV)?]
8. E(AL,) = 6Sp[(TV)] + 3 (Sp[(TV)?])?
4. B(AZA2,) = 2Sp[(TV)'] + (Sp[(TV)?])?
Beweis:

BE(Aw) = E(X¢, MCiDy) = S8 N E(C)E(D;) = 0
N————’

=0

2. Var(Aw) = E(A}) = E(XC L, MCiD;i Y5, A,C;D;)

= B(XL, \C2D2) = Y1, M2 B(CY) E(D})
R/—/H/—’

=1 =1

=30 A2 =Sp[(TV)?]
E(A}) = E (X NGiDy)")

=3 3 TS ANAAE(CD;C5D;CD,Cl D)
7 g T s

_ZX* E(C{D})+3Y A\}X} E(C}D;C3D?)

9 i#] 1

= 62A4 + 3Z>\2>\2 = 6 Sp[(TV)*] + 3 (Sp[(TV)?))?
E(A}AL,) = E(CMCiDy)* (3o NiCiE:)?)

= 333 NMANE(CDC;D;CLE,C,Ey)
% 7 r s

_ Z)\4 C4D2E2 +Z)\2)\2 C2D202E2)

3 i#£] 1

=2 ZX‘ + ZA2A2 = 2Sp[(TV)*] + (Sp[(TV)?])

12



3.3 Konsistenz und Dimensionsstabilitdt der Schitzer

Folgendes Lemma, liefert eine Regularitdtsbedingung fiir die Eigenwerte der Kovarianzmatrix, die
die Konsistenz und Dimensionsstabilitdt der neuen Schéitzer sichert.

Lemma 3.11 Seien \;, (\; > Ao > 0) die Eigenwerte von TVT und m := max \; < 0o.

1.
m L Spl(TV]
T S VL L S v ER
2.
im LQ = im M —
T VA L S N G A VR
Beweis:
1.
SI(TV?] _ SN _m S m o
[Sp(TV)]2 (Do N)2 — oM N
2.

Sp[(TV)*] DN mP YN m i

0

(SpI(TV)2)2 — (32A7)? = (2A)? XN
Bemerkung 3.12 Aus der zweiten Bedingung folgt die erste:
2

2 2
(2?17)\1_)2 < Zm—kf denn (Z )\i) > Z)\ZQ
da die \; > 0 sind.

Mit Hilfe von Lemma 2.3 wird nun die Konsistenz bzw. Dimensionsstabilitédt der beiden erwar-
tungstreuen Schitzer By und By gezeigt, vorausgesetzt, sie erfiillen die Bedingungen aus Lemma,
3.11. Es muf also gezeigt werden, dass der Quotient aus der Varianz des Schitzers und dem Pa-
rameter zum Quadrat fiir hinreichend grofies d gleichméafig beschrankt ist und diese Schranke nur
noch von n abhingt.

Die folgenden Aussagen {iber die Varianz einer Summe von abhéngigen Zufallsvariablen X; werden
anschliefsend verwendet:

VarZXi = ZV&T(Xi)+ZCOV(Xi,Xj)
i i i#J

Var X, = B X:X;) - [EQ_ X))
i i,j i
Daraus folgt fiir V4 = Var(By) :

n?(n—1)°V; = Var(Y_ Apd) = Var(AeA) + DY Cov(AxAj, ArA,)

k£l k£l kAl rs
——
(k,D)#(rs)

Weiter folgt mit Lemma, 3.7:
n?(n —1)°V;

n(n — 1)Var(Ai A;)

+n(n —1)(n —2)(n — 3)Cov(ArA;, ArAs)
+4n(n — 1)(n — 2)Cov(Ar A, Ak Ar)
+n(n — 1) Cov(Ar A, A Ag)

=Var(A,A;)

= 2n(n—1)(c* +20%u?) +4n(n —1)(n —2)o?y?

= 2n(n—1)o* + (4n® — 8n* 4 4n)o’p?

13



Man sieht, dass der Term p* = [Sp(TV)]* in der Varianz nicht mehr vorkommt. Mit Hilfe von
Lemma 3.11 kann man dann zeigen, dass V4 /[Sp(T'V)]?* fiir d — oo verschwindet:

Vi _ 2 (Sp[(TV)?))?  (4n3 — 8n?% + 4n) Sp[(TV)?] (3.6)
[Sp(TV)]*  n(n—1) [Sp(TV)H* n*(n—1)2  [Sp(TV)]? '
—0 —0

Auflerdem ist der Quotient fiir alle d,n > 1 beschridnkt durch

W
i _ 2 (Sp[(TV)2))?  (4n3 —8n? + 4n) Sp[(TV)?]
[Sp(TV)]* n(n—1) [Sp(TV)} n?(n—1)2  [Sp(TV)J?
<1 <1
2 (4n? —8n+4) _4n® —6n+2 4n
=D am—12 = amo12 S mo1)p

Fiir den zweiten Quotienten Vo = Var(Bs) gilt:
n?(n—1)°Va = Var( Z Akl (Z Z AizAzs) - (E(Z Aiz))z
k£l kAl rs k£l
Weiter folgt mit Lemma 3.10:

1PV = 2n(n— 1)E(AL)
+4n(n — 1)(n — 2) B(A AR,
+n(n —1)(n - 2)(n - 3)B(AF))
n*(n — 1)*Var(Ag)?

= 2n(n—1)(6Sp[(TV)*] + 3(Sp[(TV)?])?)
+4n(n — 1)(n — 2)(2Sp[(TV)*] + (Sp[(TV)?*))*))
+n(n —1)(n - 2)(n - 3)(Sp[(TV)?))?)
—n®(n —1)*(Sp[(TV)?])?)

= n(n—1)[(8n —4)Sp[(TV)] + 4(Sp[(TV)?]))]

Leider erhélt man hier nicht so ein schénes Ergebnis wie im Zéhler. Der Term (Sp[(TV)?2])? ver-

schwindet im Ausdruck V5 nicht, deshalb bleibt im Quotienten der zweite Summand fiir festes n
stehen:

W sa-4 SplTV)] . 4
GOTVE? — n(n—1) Sp[(TV)E)2 T n(n—1) 3.7
T

Dieser Quotient ist fiir alle d,n > 1 beschréinkt durch —£-

Va _ 8n—4 Sp[(TV)4] n 4 < 8n —4+4 < 8
(Sp[(TV)?])? n(n—1) (Sp[(TV)?])? n(n—1) = n(n—-1) = (n-1)
<1

Es konnte also gezeigt werden, dass B fiir festes n und d — oo konsistent im Sinne der £o-Norm
und somit dimensionsstabil ist. Ausserdem ist B; auch konsistent fiir n — oo und beliebiges d.
Bj dagegen ist nur fiir n — oo und beliebiges d konsistent. Fiir festes n und d — oo ist die Varianz
von B> aber immerhin beschrankt.
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3.4 Verzerrung des Quotienten

Nachdem die dimensionsstabilen Schitzer fiir [Sp(TV)]? und Sp[(TV)?] konstruiert wurden, sollte
man die Verzerrung des Quotienten By /B> untersuchen. Ohne Kenntnis der gemeinsamen Vertei-
lung von B; und B ist es jedoch im Allgemeinen nicht moglich, den Erwartungswert des Quotienten
exakt auszurechnen. In STANGE [18] wird eine Taylor-Approximation fiir solch einen Quotienten

n ben:
angegebe E(&) . E(By) (1 Var(Ba) COV(Bl,B2))
By) * E(Ba) [E(B2)]>  E(B1)E(B2))’

(3.8)

dabei bedeutet das Zeichen = “ist ungefdhr gleich”.
Der grofste Teil der Arbeit fiir die Berechnung dieses Erwartungswertes ist bereits getan:

Bl B [Sp(TV)]2 4 _ COV(Bl,BQ)
r (B_z) © Sp[(TV)?] (1 BRI [Sp(TV)]QSp[(TV)Q]) '

Was hier noch fehlt, ist die Kovarianz Cov(Bi, Bz). In diesem Fall handelt es sich um eine gemischte
Summe von quadratischen und Bilinearformen.

Lemma 3.13 Seien By und Bs definiert wie in Lemma 3.3. Dann gilt:
8 4 8 2
Cov(B1, Bs) = Z)\Q)\Q n- Z)\ A+ ”+ ZX*
17'5]
Beweis: Der Beweis des Lemmas ist sehr technisch. Zur Vereinfachung des Leseflusses stehen diese

Berechnungen im Anhang.

Mit diesem Resultat kann man leicht zeigen, dass die Kovarianz fiir die Berechnung der Verzerrung
nicht relevant ist:

Korollar 3.14 Der Quotient
COV(Bl, Bg)

[Sp(TV)J?Sp[(TV)?]

verschwindet fir grofies d, wenn die Regularititsbedingungen von Lemma 3.11 erfillt sind.

Beweis: Da die Summanden alle positiv sind, reicht es, fiir jeden einzelnen Summanden zu zeigen,
dass er fiir hinreichend grofies d verschwindet.
Sei m = max \;. Dann gilt:

DL A 0 O0) (D D S
HOSEOEDIP AN SPOED DRI OIPOL

MDY L. D DPYD P\ SN OP\ SR
EOORYED PO SPHED SPY IO SPY D PV O OPN D IRY;

— 0

A} A\
> D LS > T
(E A2 30N oA
>y AZ
Also verschwindet der ganze Quotient fiir hinreichend grofies d. |

Setzt man schlielich dieses Ergebnis in (3.8) ein, so erhélt man folgende Verzerrung fiir den neuen

Schatzer: Sp(TV)]? A
~ . P
20+ g (1 5 7) (39
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Wie man sieht, ist der neue Schitzer nicht vollkommen unverzerrt, aber die Verzerrung verschwin-
det mit wachsendem n. Weiterhin sind die Bestandteile des neuen Schétzers dimensionsstabil, d.h.
sowohl fiir grosses n als auch fiir grofies d werden die Schatzer nicht schlechter oder degenerieren.
Aufserdem ist der neue Schitzer fiir n — oo bei beliebigem d asymptotisch unverzerrt.
Simulationen zeigen, dass die Verzerrung bei den neuen Schitzern By, und Bs viel kleiner ist als
bei den alten. Die stirkste Verbesserung ist beim Schitzer Bs zu beobachten, dessen Momente mit
der Stichprobenkovarianzmatrix sehr weit vom wahren Wert abwichen.

Simulationen zum Verhalten des Quotienten B;/B> zeigen, dass die Verzerrung mit wachsendem
d nicht stark zunimmt und auch der Quotient der Varianzen nicht mit der Dimension wachst.
Die Schwankungen der Werte sind auf Simulationsungenauigkeiten und numerische Probleme bei
der Approximation der Verteilung zuriickzufiihren. Bei grofem d (ab 100) ist die Varianz bereits
so klein, dass sich Rundungsfehler sogar schon auf die dritte Nachkommastelle auswirken. Um
die Schwankungen so gering wie moglich zu halten, wurden fiir die folgenden Ergebnisse 100 000
Wiederholungen durchgefiihrt.

3.5 F-Approximation (Fortsetzung)

Da jetzt alle notwendigen Schétzer hergeleitet sind und ihr Verhalten beschrieben wurde, kann die
F-Approximation aus Kapitel 2.6 wieder aufgenommen werden. Die Verteilung der Statistik F soll
folgendermafien approximiert werden:

ﬁ:B_Z NF(flan)

Dazu werden die folgenden Momente bendtigt:

Lemma 3.15 Sei By = %Z Ay und Q,, = %Zk Y1 Ak, wobei die Ay = X, TX; symmetrische
Bilinearformen sind. Dann gilt:

1. E(By) = Sp(TV)
2. Var(Bo) = 2Sp[(TV)?]
3. COV(C?H7 Bo) = Var(Bo)

Beweis: Unter Verwendung der Ergebnisse aus Lemma 3.7 iiber die Momente von quadratischen
Formen und Lemma 3.10 tiber die Momente von Bilinearformen folgen die Behauptungen:

1. E(%ZA;C) _ %ZE(Akk):Sp(TV)

2. Var(% ZAk) % ZVaT(Ak) = %SP[(TV)Q]

3. COV(QnyBO) = E(QnBO) - E(Qn)E(BO)
= F <% ZAklAm> —F <% ZAM) Sp(TV)

= 5 Y E(AA) — [Sp(TV)

n—1

= LB + B4 ~ STV = ZSpl(TV)?)

O

Also ist By = %ZA;C ein erwartungstreuer, konsistenter und dimensionsstabiler Schitzer fiir
Sp(TV) .

Nun werden erneut mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung (siehe 3.8) die ersten beiden zentralen
Momente der Verteilung von F berechnet. Es gilt néimlich:

X\ . B(X) Var(Y)  Cov(X,Y)
g <?) = BY) (1 TEVE E(X)E(Y))
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- X iE(X)2 Var(X)  Var(Y)  Cov(X,Y)
) <Y> - E(Y)2<[E(X)]2 [EY)]? E(X)E(Y)>

Mit Hilfe der Ergebnisse des voranstehenden Lemmas und
B(Qn) =Sp(TV)  Var(Qn) = 2Sp[(TV)’]

erhilt man folgende Beziehungen:

~ . EQ. Var(By)  Cov(Qn, Bo)
EF) = EBo [H (EBO)O2 B EQnEBOO }
B Sp(TV) [1 Var(Bg)  Var(Bo) ] “1
Sp(TV) [Sp(TV)]2  [Sp(TV)]?2] -
- . (EQn)2 Var(Qn) Var(B ) COV(QnaB )
Var(F) = (EBy)? [(EQn)Q + (EBO)O2 -2 EQnEBOO }

. [Se(TV)]? {Var(Qn)Var(Bo)}
[Sp(TV)]? [Sp(TV)]?

(2 2)Sp[(TV)?]
[Sp(TV)J?

Zusammen mit den Formeln fiir die ersten zwei Momente einer F'(f1, f2)-Verteilung erhilt man
diese Tabelle:

| || E | Var |
foe2 f3+2f5f1 —4f3
BRI\ T3~ | = ahh im0
N (2 - 2)Sp((TV)?]
F 1 [Sp(TV)]2

Durch Gleichsetzen der beiden Spalten erhélt man folgende Losungen fiir f; und fo:

- TV
f=h= sV

fQZOO.

Die Verteilung von F kann mit einer X??/ f—Verteilung approximiert werden, bei der die Komponen-

ten [Sp(TV)]? und Sp[(TV)?] erwartungstreu, konsistent und dimensionsstabil geschétzt werden.
Es ergibt sich folgender Schatzer f:
~ Bl n Bl

I =4-DB, " n 1B

Dieser Freiheitsgrad konvergiert fiir n — oo gegen den Freiheitsgrad der ersten Approximation, die
unter Annahme einer bekannten Kovarianzmatrix gemacht wurde. Leider ist er weiterhin nicht voll-
standig unverzerrt, die Verzerrung aus 3.9 wird durch den Faktor n/(n — 1) nicht verdndert. Aber
es gilt, dass die Verzerrung dieses neuen Schitzers fiir den Freiheitsgrad der Verteilung der quadra-
tischen Form weitaus geringer ausfillt als beim alten Schétzer mit der Stichprobenkovarianzmatrix.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein globaler Test fiir den Fall d > n bei repeated measures her-
geleitet.

Nachdem die Nachteile alter Schitzer aufgedeckt und analysiert worden sind, wurden neue konstru-
iert, die diese Méangel nicht mehr aufweisen. Der Begriff der Dimensionsstabilitit wurde definiert,
um das Verhalten von Schitzern bei hohen Dimensionen zu beschreiben. Mit Hilfe der Verteilung
quadratischer und Bilinearformen konnten Eigenschaften der neuen Schitzer wie Erwartungstreue
und Dimensionsstabilitdt nachgewiesen werden. Es wurde sowohl analytisch als auch durch Simu-
lationen gezeigt, dass die neu konstruierten Schitzer in allen Kategorien besser abschneiden als
die alten. Zur Abrundung der Theorie wurde eine F-Approximation der neuen Statistik fiir kleine
Stichprobenumfinge angegeben.

Zur einfachen Anwendung der neuen Tests in der Praxis wurden Makros entwickelt, die an vor-
handenen und konstruierten Datensétzen getestet wurden.

In zahlreichen Simulationen konnte schliefilich gezeigt werden, dass der neue Test im Gegensatz zur
normalen ANOVA-Typ-Statistik das Niveau einhlt und dass die Power bei wachsender Dimension
steigt. Somit ist der modifizierte Test bei hochdimensionalen Daten einsetzbar und liefert sinnvolle
und gut interpretierbare Ergebnisse.

Ein anderer Aspekt ist die Ubertragung der Theorie auf gemischte Modelle. Wire man in der Lage,
erwartungstreue Schitzer fiir das Split-Plot-Design (ein unverbundener, ein verbundener Faktor)
herzuleiten, so liefe sich das vorliegende Testverfahren auch auf beliebige multivariate Modelle
ausdehnen. Hiermit hiitte man einen Ersatz fiir Hotellings T2 Test, der nicht mehr anwendbar ist,
sobald die Dimension den Stichprobenumfang iibersteigt.

In einem anderen Schritt kann man versuchen, den Test auf die nichtparametrische Statistik aus-
zuweiten. Hier muss man zunéchst der Frage nachgehen, inwieweit die Normalverteilung fiir die
Herleitung des Tests und seiner Verteilung notwendig ist. Es wurde ja bereits durch Simulationen
gezeigt, dass der Test fiir exponential- oder gleichverteilte Zufallsvariablen das Niveau sehr gut
einhilt. Es gilt also herauszufinden, welche Bedingungen an die Verteilung der Zufallsvektoren Xy
gestellt werden miissen, damit das Niveau eingehalten wird.

Schlieflich stellt sich die Frage, wie man die Verteilung der Statistik approximieren kann, wenn
die Dimension gegen unendlich strebt, ein Fall, der in vorliegenden Arbeit nicht untersucht wurde.
Fiir d — oo strebt die Varianz der Verteilung gegen null und man erhilt eine total degenerierte
Verteilung. Bei den Simulationen war dieses Verhalten der Teststatistik bzw. des Schétzers fiir den
Freiheitsgrad schon ab d = 100 zu sehen. Die Simulationsergebnisse variierten trotz einer hohen
Anzahl von Wiederholungen sehr stark.

Anhand dieser Beispiele sieht man, dass der hier hergeleitete globale Test fiir hochdimensionale
Daten vielfiltige Moglichkeiten der Ausweitung und Ubertragung auf andere Gebiete liefert.
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